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Введение

В учебном пособии рассмотрены коммутационные 
режимы в электрических цепях постоянного и переменного 
токов, показаны переходные процессы при изменении 
режима работы схемы во время коммутации, при переходе 
схемы из одного установившегося состояния в другое.

Переходные процессы рассмотрены для линий с 
сосредоточенными и распределенными параметрами. Для 
цепей с сосредоточенными параметрами освещены 
основные методы расчета коммутационных режимов, даны 
их сравнительные характеристики.

Для более понятного изложения переходных 
процессов в линиях с распределенными параметрами в 
учебном пособии рассматриваются основные первичные и 
вторичные параметры длинных линий. Линия показана при 
различных режимах работы. В зависимости от 
сопротивления нагрузки рассмотрены режимы холостого 
хода и короткого замыкания, отражение и преломление 
волн в месте соединения нескольких линий.

Коммутационные процессы в длинных линиях 
рассматриваются с момента возникновения волны до 
определения волн в заданной точке линии. В зависимости 
от характера нагрузки показаны этапы разделения 
напряжения и тока для падающей, отраженной и 
преломленной воли.

Для более наглядного изучения коммутационных 
режимов в учебном пособии рассматриваются задачи по 
изучению переходных процессов с помощью основных 
методов расчета.
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1. Переходные процессы в электрических цепях.
1.1. Основные положения и закономерности.

Электрические цепи, в состав которых входят 
накопители энергии, характеризуются так называемыми 
переходными процессами. Переходной процесс это про­
цесс перехода электрической цепи из одного устойчивого 
состояния в другое. При переходных процессах в цепи 
возникают большие перенапряжения, сверхтоки, 
электромагнитные колебания, которые могут нарушить 
работу устройства вплоть до выхода его из строя. Это 
вызывает необходимость изучения методов анализа 
нестационарных режимов работы цепи.

Изменение режима работы электрической цепи может
быть вызвано вклю­
чением или выклю­
чением цепи пита­
ния, коротким замы­
канием или коле­
банием каких-либо 
параметров цепи. Пе­
реходные процессы 
не могут протекать 
мгновенно, так как 
невозможно мгно­
венное изменение 
энергии, запасенной 
в электромагнитном 
поле цепи. Т.е., 

обусловлен несоответствием

Рис. 1.1.

переходный процесс 
величины запасенной энергии в магнитном поле катушки
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или электрическом поле конденсатора ее значению для 
нового состояния цепи.

Процесс скачкообразного (мгновенного) изменения 
какого-либо параметра электрической цепи называется 
коммутацией. При анализе переходных процессов отсчет 
времени принято производить от этого момента. Момент 
времени, определяющий начало коммутации, обозначают 
t(O-), после -КО-1")- Этот интервал, практически, равен нулю: 

/ ( 0  + ) — / ( 0  — ) s  0 
Обычно, процесс коммутации на электрической схеме 

изображается идеальным ключевым элементом  
Идеальный ключ S (рис. 1.1,а,б,в):

. в замкнутом состоянии обладает нулевым 
сопротивлением и эквивалентен идеальному проводнику;

в разомкнутом состоянии обладает бесконечно 
большим сопротивлением и эквивалентен разрыву цепи;

• переходит из одного состояния в другое за 
бесконечно малый промежуток времени (мгновенно).

На рис. 1.1 показаны примеры реализации с помощью 
ключей мгновенного изменения сопротивления. При 
последовательном соединении значение сопротивления из­
меняется от (Г |+  Гг) (рис 1.1,г )  д о  г 2 т о  есть до коммутации 
установившийся режим определялся сопротивлениями ri и 
Гг, после - только г2. При параллельном соединении 
сопротивление изменяется от rir2 /(п  +г2) до Г| (рис. 1,1,д).

Аналогично с помощью ключей можно скачкообразно 
изменять ток и напряжение источников. На рис. 1,1,е ток / 
скачком изменяется от (J| + J2) до J b а на рис. 1.1,ж 
напряжение U при коммутации изменяется от Е2 до Ei [1].

Рассмотрим основные положения, характеризующие 
переходный процесс:
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Установившийся режим в электрических цепях 
определяется напряжениями и токами, которые в течение 
длительного промежутка времени остаются постоянными 
или изменяются периодически. Этот режим 
устанавливается при достаточно длительном действии ис­
точников постоянной или периодической ЭДС, не 
мгновенно вслед за моментом включения или отключения 
источников питания или моментом изменения параметров 
схемы (L, С и г), т.е. сразу за моментом коммутации.

В простейшем случае, переходному процессу 
предшествует установившийся режим и заканчивается он 
также установившимся режимом.

Переходный процесс возникает в электрической цепи 
вследствие изменения запаса электрической или магнитной 
энергии, т.е. переходный процесс невозможен в цепях, 
содержащих лишь активные сопротивления. В таких цепях 
токи и напряжения мгновенно принимают новые 
установившиеся значения.

Значения токов и напряжений в электрической цепи в 
момент времени t = О называются начальными значениями 
или начальными условиями. Эти значения при коммутации 
могут изменяться или оставаться постоянными в первый 
момент времени. Начальные значения, не изменяющиеся 
при коммутации, и, определяемые по состоянию цепи до 
нее, называются независимыми начальными значениями. 
Остальные начальные значения величин называются 
зависимыми и определяются по состоянию цепи после 
коммутации с учетом независимых начальных значений.

Значения токов и напряжений в цепи после 
переходного процесса при t=oo называются 
установившимися значениями.



Начальные и установившиеся значения величин 
можно определить с помощью любых методов расчета 
электрических цепей в установившемся режиме, например, 
с помощью уравнений Кирхгофа.

Токи в индуктивностях и емкостях являются 
производными и интегралами соответствующих величин. 
Поэтому, уравнения Кирхгофа для электрической цепи, со­
держащей реактивные элементы будут дифферен­
циальными или интегро-дифференциальными. Задачей 
анализа переходных процессов является их решение.

Изучение переходных процессов в линейных цепях 
упрощается, если переходный процесс рассматривать как 
результат наложения двух процессов: установившегося 
режима, полагая, что он наступает мгновенно после 
коммутации, и свободного процесса, обеспечивающего 
переход цепи от прежнего установившегося режима к 
новому установившему режиму.

Решение состоит в определении частного решения 
неоднородного дифференциального уравнения и общего 
решения однородного дифференциального уравнения.

Частное решение неоднородного дифференциального 
уравнения находят для установившегося режима и его 
называют принужденной составляющей Х„р.

Общее решение уравнения представляет собой сумму 
частного решения исходного неоднородного уравнения и 
общего решения однородного уравнения, которое 
называют свободной составляющей Хсв.

Общее решение уравнения имеет вид:
л' =л ,„+л;„ •

' Тогда, действительный ток в пени в течение 
переходного процесса можно представить в виде:
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Аналогично можно представить и напряжение в 
течение переходного процесса:

и •
Решение для хпр соответствует искомой переменной х 

в установившемся послекоммутационном режиме 
(теоретически, для t —► оо).

Частное решение хпр уравнения определяется видом 
функции f(t), стоящей в его правой части. Она называется 
принужденной составляющей.

Для цепей с заданными постоянными или 
периодическими напряжениями (токами) источников 
принужденная составляющая определяется путем расчета 
стационарного режима работы схемы после коммутации 
любым из известных методов расчета линейных 
электрических цепей.

Решение однородного дифференциального уравнения 
соответствует процессам в электрической цепи при 
отсутствии внешних источников энергии, т.е. режиму, при 
котором энергия электрических и магнитных полей 
преобразуется без внешнего воздействия. Влияние 
источников проявляется через энергию, запасенную в 
полях катушек индуктивности и конденсаторов. Данный 
режим работы схемы называется свободным, а переменная 
хсв - свободной составляющей. Эта составляющая реше­
ния является затухающей. Свободную составляющую 
решения ищут в виде функции a{ t )=Ae~ 'h , где е - 
основание натуральных логарифмов или экспонента, т.к. 
решения дифференциальных уравнений представляют 
собой сумму экспонент; А - постоянная интегрирования, 
определяемая из начальных условий.

Экспонента обладает рядом особенностей, которые 
имеют большое значение при анализе переходных
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процессов. Значение e"t T при t = 0 равно единице, поэтому 
а(0) = А. При t —> со , е ' : ! 0 и а ( / )  —> 0 .

Значения свободных токов и напряжений зависят от 
уровня несоответствия энергий магнитного и 
электрического полей новому установившемуся режиму; 
по мере уменьшения этого несоответствия свободные токи 
и напряжения постепенно уменьшаются до нулевых 
значений.

Свободный процесс происходит в цепи, 
освобожденной от источника э.д.с, в ней свободные токи 
не могут протекать сколь угодно длительно, так как в цепи 
отсутствуют источники энергии, которые были бы 
способны в течение сколь угодно длительного времени 
покрывать тепловые потери от свободных, токов, т.е. 
свободные токи должны затухать во времени.

В соответствии с определением свободной 
составляющей Хсв в ее выражении имеют место 
постоянные интегрирования Ак, число которых равно 
порядку дифференциального уравнения. Постоянные 
интегрирования находятся из начальных условий, которые 
принято делить на независимые и зависимые. К 
независимым начальным условиям относятся 
потокосцепление (ток) для катушки индуктивности и заряд 
(напряжение) на конденсаторе в момент времени t = 0 
(момент коммутации). Независимые начальные условия 
определяются на основании законов коммутации.

Выражение свободной составляющей хсв общего 
решения х дифференциального уравнения определяется 
видом корней характеристического уравнения.

Если свободные токи, выраженные слагаемыми е^', 
должны затухать (спадать) во времени, то действительная 
часть корней характеристического уравнения «р» должна
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быть отрицательной. Количество корней данного 
уравнения зависит от числа независимых накопителей 
энергии в цепи, под которыми понимаются катушки 
индуктивности и конденсаторы.

Характеристическое уравнение составляется для цепи 
после коммутации. Оно может быть получено следующими 
способами:

-на основе дифференцального уравнения относительно 
одной переменной;

-путем использования выражения для входного 
сопротивления цепи, составленного для режима синусои­
дального тока;

-на основе выражения главного определителя, 
составленного для разветвленной электрической цепи.

Согласно первому способу, составляется диф­
ференциальное уравнение относительно напряжения Uc на 
конденсаторе для последовательной R-L-C-цепи, на базе 
которого записывается характеристическое уравнение.

Поскольку линейная цепь охвачена единым 
переходным процессом, корни характеристического 
уравнения являются общими для всех свободных 
составляющих напряжений и токов ветвей схемы, 
параметры которых входят в характеристическое 
уравнение. Поэтому, по первому способу составления 
характеристического уравнения в качестве переменной, 
относительно которой оно записывается, может быть 
выбрана любая.

Порядок уравнения определяет число корней 
характеристического уравнения. Составление уравнения 
производится для случая отсутствия внешних источников 
энергии, т.е. характеристическому уравнению соответ­
ствует однородное дифференциальное уравнение.
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Составление характеристического уравнения с 
использованием выражения для входного сопротивления

R L С
о— —-I-----V-----

Рис, 1.2.
цепи на синусоидальном токе рассмотрим на примере цепи 
рис. 1.2. Составление характеристического уравнения по 
методу входного сопротивления заключается в 
следующем:

- составляющая j m заменяется на оператор р;
- полученное выражение Z(p) приравнивается к нулю.
Уравнение Z(p) = 0 является характеристическим

уравнением
Входное сопротивление может быть записано 

относительно места разрыва любой ветви схемы. При этом 
активный двухполюсник заменяется пассивным по 
аналогии с методом эквивалентного генератора. Данный 
способ составления характеристического уравнения 
предполагает отсутствие в схеме магнитосвязанных ветвей: 
при наличии таковых необходимо осуществить их 
предварительное развязывание.

Характеристическое уравнение цепи (рис. 1.2):
LCp2 + RCp + 1 = 0.
Относительно оператора р п о лу ч аем  уравнение 

второго порядка:
. , R 1



Решая уравнение, получаем:

- 5  ± jû),

где: S -  R ! 2L  - коэффициент затухания;

R_
VU L LC

1л угловая частота собственных 
колебаний;

Т0 - период собственных колебаний.
В зависимости от соотношения параметров цепи 

возможны три типа корней и, соответственно, три варианта 
выражения для свободной составляюхцей.

1. Апериодический процесс (рис. 1.3), когда корни 
характеристического уравнения вещественные
отрицательные числа:

при 5 > (ù, т.е.
R 1
2 L Л с  

R > R.,, = 2

или

L
с ’

где R Kp -  критическое 
сопротивление, т.е. 

то сопротивление контура, при котором еще соблюдается 
апериодический процесс.

В этом случае свободная составляющая напряжения 
определяется суммой двух экспонент: 

и Ссв = . V ,v + А ге р",

где Ai и Ai -  постоянные интегрирования, 
определяемые из начальных условий;

pi и р2 -  отрицательные корни характеристического 
уравнения.

Свободная составляющая тока:
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2. Предельный случай (рис. 1.4) или критический 
режим, когда сопротивление контура равно критическому 
7? = и корни характеристического уравнения равны

между собой: р х = р 2 = p  -  -7? / 21 = -Ô = -ю 0 .

3. Колебательный или периодический переходной 
процесс (рис. 1.5) имеет место, когда:

R < R кр и 5  < со 0 , т.е. корни характеристического

уравнения комплексные и сопряженные: p h2 = - S ±  jco0.

Свободные составляющие напряжения и тока 
определяются, как:

В этом случае:
U„=(A, + A 1t)e’",

= С(А1 + М  + p A 2t)ep‘.

Рис. 1.4.

и сев = А е ~* sin(foe/ + <р),

/св = САе~а [ -  5 s in (üy  +(p) + coQ cos(co0t + (р)\.

Рис. 1.5.
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Коэффициент имеющий размерность

времени, определяет скорость изменения величины a(t) и 
называется постоянной времени экспоненты. Чем меньше 
постоянная времени, тем быстрее протекает переходный 
процесс.

Выберем произвольно два момента времени, 
отстоящие друг от друга на время х. Значения a(t) для этих 
моментов: a,(t) -  Ае~'/Г и a 2(t) = Ае~(,+г)/т.

Их отношение a2( t ) - e H'"r4V: - e .
Следовательно, в течение постоянной времени х 

величина a(t) изменяется в е-раз, т.е. при t = т = — ,
I р \ ’

p t  = рт = -1 или ер1 = ерг = е”1 = -  = 2,71 •

Графически это свойство экспоненты проявляется в 
том, что касательная к ней в любой точке пересекает 
установившееся значение в точке, отстоящей по времени 
от точки касания на величину х (рис. 1.6). Это время, в 
течение которого происходят явления, обеспечивающие 
постепенный переход от прежнего состояния цепи к

е

1,0 новому, т.е. переходный 
процесс.

Теоретически пере­
ходный процесс продол­
жается от момента его 
возникновения до бес­
конечности, т.к. экс-

Рис. 1.6.

2 4 tir понента в течение 
конечного интервала 
времени не достигает
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установившегося значения, а, практически, при принятой 
точности измерения, в течение конечного промежутка 
времени, величина которого зависит от параметров цепи. 
Интервал времени равный (3 ^5)т считают длительностью 
переходного процесса.

1.2. Законы коммутации.

Первый закон коммутации.
Первый закон коммутации применяется к цепям, 

обладающим индуктивностью.
Ток в индуктивности не может измениться скачком.
Мгновенный ток в ветви с индуктивностью в первый 

момент переходного периода остаётся таким, каким он был 
в последний момент предшествующего установившегося 
режима. Справедливость первого закона коммутации 
следует из следующих рассуждений. Рассмотрим случай

включения катушки индук­
тивности на постоянное 
напряжение U (рис. 1.7).

До замыкания рубильника 
установившийся режим ха­
рактеризуется тем, что ток в 
цепи, напряжения активное Ur и 

Рис. 1.7. индуктивное щ равны нулю. С
момента замыкания рубильника 

возникает переходный процесс, в течение которого ток в 
катушке увеличивается до некоторой величины i = I, 
изменяются и напряжения ur и ul. Электрическое 
состояние цепи по схеме рис. 1.7 в любой момент
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переходного периода характеризуется уравнением

и  = UR - U ,  =iR + L —
* л dt

Это уравнение выражает баланс напряжений в цепи:
часть приложенного к цепи напряжения компенсирует
падение напряжения в сопротивлении (iR), а другая часть
f  i  — I уравновешива ет возникающую при изменении тока
I ‘ dt)
э.д.с. самоиндукции.

В установившемся режиме, при замкнутом 
рубильнике, ток в цепи постоянный, т.е. скорость
изменения тока равна нулю: f* = о, поэтому и индуктивное

dt
напряжение U l равно нулю. Напряжение источника 
полностью приложено к сопротивлению R и ток в цени 
определяется согласно закону Ома:

■ • - ' 4
Физически ток в цепи с индуктивностью не 

изменяется в момент до и после коммутации. Это следует 
из принципа непрерывности потокосцепления, т.к. 
потокосцепление (//, = L i , то при L = const ток через
индуктивность не может измениться скачком. Если бы 
потокосцепление изменилось скачком, тогда появилось бы
бесконечно большое напряжение у  = i^L  = ^ L  = a0, что

' dt dt
невозможно.

Предположим также, что переходный период 
отсутствует и ток в катушке мгновенно (dt = 0) увеличился 
от 0 до конечной величины I. Тогда скорость изменения 
тока должна быть равна бесконечности ^ ^  Л. что также

U  J
невозможно.
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Это противоречит уравнению, в котором напряжение 
источника U-конечная величина. Изменение тока скачком 
означало бы также, что энергия магнитного поля катушки 
увеличилась скачком от 0 до wK1 = LI212. Для мгновенного 
изменения запаса энергии в магнитном поле цепи 
требуется источник бесконечно большой мощности, что 
лишено физического смысла, г.е. Р = clW/dt достигала бы 
бесконечной величины.

Из первого закона коммутации следует, что в ветви с 
индуктивностью ток до коммутации iiXO-) равен току после 
коммутации i'l(0+). При нулевых независимых начальных 
условиях iL(0-H) = ib(O-) = 0, отсюда ioR = 0. Напряжение на
индуктивности и  = £ — определяется значением ЭДС

L dt

самоиндукции. При t = 0 э.д.с., равная e. = - Ь —  = -Е ,
dt

компенсирует ЭДС источника и i(0) -  0.

Второй закон коммутации.
Второй закон коммутации применяется к цепям.’ 

обладающим емкостью.
R Рассмотрим случай заряда

конденсатора через резистор 
(включение цепи с R и С на 
постоянное напряжение)
рис. 1.8. До замыкания ру­
бильника установившийся ре- 

Рис. 1.8. жим характеризуется тем, что
ток в цепи, напряжения на 

резисторе и конденсаторе равны нулю.
С момента замыкания рубильника возникает пере­

ходный процесс, в течение которого напряжение на кон­
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денсаторе увеличивается до напряжения источника 
(конденсатор заряжается), изменяются ток в цепи и 
напряжение на резисторе.

Электрическое состояние цепи в любой момент 
переходного периода характеризуется уравнением, 
составленным по второму закону Кирхгофа:

U  = ис + u R = ис + iR .
Ток в цепи пропорционален скорости изменения 

напряжения на конденсаторе:

Учитывая это, получаем невозможность 
скачкообразного изменения заряда, т.е. заряд на 
конденсаторе до коммутации должен быть равен заряду на 
конденсаторе после коммутации: q(O-) = q(0+).

_ _ dit
U = ис + R C — -.

dt
Невозможность скачкообразного изменения заряда на 

конденсаторе следует из принципа непрерывности 
изменения заряда, т.к. заряд q = Си, то при С = const 
напряжение на конденсаторе не может измениться 
скачком. Если напряжение на конденсаторе изменится 
скачком, то через ёмкость пройдёт ток бесконечно 
большой величины i c = dq I dt = qo , что невозможно.

Приложенное к цепи напряжение (напряжение 
источника) распределяется на две части: одна из них
( RC компенсирует падение напряжения в резисторе, а
{ dt j

другая (Uc) - равна напряжению на конденсаторе. В 
установившемся режиме при замкнутом рубильнике 
напряжение на конденсаторе не изменяется, т.е. скорость
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изменения напряжения на конденсаторе равна нулю 

f -Üjl = о ! поэтом у и ток в цепи равен нулю (iv = 0).
I dt J

Напряжение на резисторе равно нулю, и. 
следовательно, напряжение источника полностью 
приложено к конденсатору: ucy -  U (т.е. цепь разомкнута 
конденсатором).

Предположим, что в момент замыкания рубильника 
напряжение на конденсаторе изменилось скачком от 0 до 
U. Такое предположение означает конечное изменение

du
напряжения за время, равное нулю, т.е. — -  = оо, что

dt
противоречит уравнению, в котором напряжение 
источника - конечная величина.

Кроме того, при изменении скачком напряжения на 
конденсаторе энергия электрического поля должна 
увеличиться мгновенно от 0 до W 3 = CU2 / 2. Для такого 
скачкообразного изменения энергии требуется источник 
бесконечно большой мощности, чего в действительности 
быть не может. В течении переходного процесса оТ 
источника передаётся энергия, часть которой расходуется 
на увеличение электрического поля конденсатора, а часть 
переходит в энергию рассеивания на сопротивлении. Из 
второго закона коммутации следует, что в начальный 
момент переходного периода (при t -  0) напряжение на 
конденсаторе равно нулю (исо = 0) (конденсатор как бы 
замкнут накоротко). Напряжение на резисторе равно 
напряжению источника ioR = U, а ток в цепи io = U/R.

На практике, за исключением особых случаев 
(некорректные коммутации), допустимо использование 
указанных законов в другой формулировке, а именно:
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первый закон коммутации - в ветви с катушкой 
индуктивности ток в момент коммутации сохраняет свое 
докоммутационное значение и в дальнейшем начинает 
изменяться с него: ij (0 +) = ib(0 -);

второй закон коммутации - напряжение на 
конденсаторе в момент коммутации сохраняет свое 
докоммутационное значение и в дальнейшем начинает 
изменяться с пего: ис (0 +) = ис (0 -).

Более общей формулировкой законов коммутации 
является положение о невозможности скачкообразного 
изменения в момент коммутации для схем с катушкой 
индуктивности - потокосцеплений, а для схем с 
конденсаторами - зарядов на них.

Рассмотрим схемы на рис. 1.9, переходные процессы в 
которых относятся к так называемым некорректным 
коммутациям [2].

Рис. 1.9.
На практике встречаются схемы, переходные 

процессы в которых состоят как бы из двух стадий 
различной продолжительности. Длительность первой 
стадии в тысячи и миллионы раз короче второй.

В течение первой стадии токи в индуктивностях и 
напряжения на емкостях изменяются настолько быстро, 
что если считать t = (0 -) началом, a t = (0 +) -окончанием
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первой стадии, то создается впечатление, что при переходе 
от t = (0 -) к t = (0 +), т. е. за время, например, в несколько 
микросекунд, как бы нарушаются законы коммутации.

Рассмотрим переходный процесс в схеме рис. 1.9,а с 
начальными условиями:

u c i(0 -) =  E , uc2(0-) =  0. 
Откуда:
Uci(0+)=Uc2(0+). 
Получили неравенство, 
исключающее второй 
закон коммутации. Д о­
кажем, что это не так. 
uc2(0-)*w c2(0f).
Из схемы находим:
il + \2 = i3-

Проинтегрируем левую и правую части уравнения в 
пределах длительности переходного процесса:

0+ г' 0+ 0+J- - - —dt+ ji2dt= jîdt.
О- ^ 0 - 0 -
Т.к. интеграл от конечной величины в практически

одинаковых пределах равен нулю получаем:
0+

\ i2dt = \ i3dt =>q i = q 2
о -  о -

Т.к. q = С uc получаем:
С]иа (0-) + С2иС2(0-) = (С] + С2)«С12(0~), или

исп (0+) = -С' ^ ' 1-(0-~^ + C2Uci (°~^-.
с,+с2

Т.е., суммарный заряд на обкладках конденсатора не 
меняется после коммутации, он равен сумме зарядов
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непосредственно перед коммутацией. Характер изменения 
напряжения на конденсаторе представлен на рис. 1.10. 

Рассмотрим схему на рисунке 1.9,6.
В схеме до коммутации: ii(O-) = 1г(0-)+ is(O-).
После коммутации: ii(0+) = i2(0+).
Получили неравенство: ii(O-) Ф ii(0+).
Для определения тока i n  составим уравнение для 

гюслекоммутационной цепи:

Е = », (0+)Л, + Z, + i2 (0+)Я2 + L2 •
dt dt

Проинтегрируем и продифференцируем все части
уравнения:
0-1- 0+
J E dt=  \ i x{0+)Rldt + L{ J - . '■■■> ■ } d t+  \ i 2(Q+)R2dt+L 2 f . 21 ’ dt.

0- 0- 0- dt 0_ 0_ dt
Исключим интегралы от конечных величин:

Z.t?|(0+)— (О—)+Z 2^2(0+0 —hi- ,(0—) = 0, т.е. \|/ (0+) = \|/ (0—).

Откуда: ; (0+) = b l Æ J l h l Æ . 2
L\ +L2

Т.е., алгебраическая сумма потокосцеплений всех 
катушек до коммутации равна сумме потокосцеплений 
катушек после коммутации. Характер изменения тока на 
катушке индуктивности представлен на рис. 1.11.

На самом деле, при размыкании ключа некоторое 
время между его контактами горит электрическая дуга. В 
это время, без нарушения первого закона коммутации 
происходит выравнивание токов /] и /'2 .

Таким образом, при расчете в рассмотренных схемах 
переходных процессов, т.е. при переходе от t = (0-) к t = 
(0+), законы коммутации могут быть не выполнены. 
Поэтому для определения значений токов через 
индуктивности и напряжений на емкостях при t = (0+)
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через значения токов и 
напряжений при t = (0-) 
пользуются следующими 
правилами. При решении 
задач рассматриваемого 
типа они заменяют 
законы коммутации, их 
называют обобщенными  
законами коммутации.

1. При переходе от 
t = (О- i к t = (0+) суммар­

ное потокосцепление ' ^ у /  каждого замкнутого контура

послекоммутационной схемы не должно претерпевать 
скачкообразных изменений. Эго положение следует из 
второго закона Кирхгофа и доказывается от противного: 
если допустить, что ' ÿ ' y  некоторого контура изменится

скачком, то в уравнении для этого контура, составленном 
по второму закону Кирхгофа, появилось бы слагаемое 
( л]Гу//Д/ )—■>0° и второй закон Кирхгофа не был бы,

выполнен.
Суммарное потокосцепление у/ представляет собой

алгебраическую сумму произведений токов ветвей этого 
контура на их индуктивности (в обшем случае с учетом 
магнитной связи с другими ветвями). Со знаком плюс в эту 
сумму входят слагаемые ветвей, направление в которых 
совпадает с произвольно выбранным направлением обхода 
контура.

2. При переходе от t = (0-) к t = (0+) суммарный заряд 
' Y q  на обкладках конденсаторов, присоединенных к 
любому узлу послекоммутационной схемы, должен
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остаться неизменным. Если этого не выполнить, то 
суммарный ток. проходящий через конденсаторы, был бы 
бесконечно большим (стремился бы к бесконечности), 
бесконечно большими были бы токи и через другие ветви, 
присоединённые к этому узлу. Это также привело бы к 
нарушению второго закона Кирхгофа.

Рассмотрим методы расчета переходных процессов.
Для расчёта переходных процессов в линейных 

электрических цепях применяют следующие методы.
Классический метод, заключающийся в 

непосредственном интегрировании дифференциальных 
уравнений, описывающих электромагнитное состояние 
цепи.

Операторный метод, заключающийся в решении 
системы алгебраических уравнений относительно 
изображений искомых переменных с последующим пере­
ходом от найденных изображений к оригиналам.

Данный метод применим и к линейным уравнениям с 
переменными коэффициентами, т.е. его можно 
использовать для расчета переходных процессов в цепях с 
распределенными параметрами.

Метод расчета с помощью интеграла Дюамеля, 
используемый при сложной форме кривой возмущающего 
воздействия.

Частотный метод, основанный на преобразовании 
Фурье и находящий широкое применение при решении 
задач синтеза.

Метод переменных состояния, представляющий собой 
упорядоченный способ определения электромагнитного 
состояния цепи на основе решения системы диф­
ференциальных уравнений первого порядка.
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1.3. Классический метод расчета.

Классический метод расчета переходных процессов 
заключается в определении токов для двух режимов 
переходного процесса, непосредственно для самого 
переходного процесса и для режима после коммутации, т.е. 
для установившегося режима.

При классическом, самом распространенном методе 
расчета, послекоммутационный процесс рассматривается 
как наложение друг на друга двух режимов 
принужденного, наступающего как бы сразу после 
коммутации, и свободного, имеющего место только в 
течение переходного процесса.

Принцип наложения справедлив только для линейных 
систем. Метод решения, основанный на указанном 
разложении искомой переменной х, справедлив только для 
линейных цепей.

В общем случае, при использовании классического 
метода расчета составляются уравнения элек­
тромагнитного состояния цепи по законам Ома и Кирхгофа, 
для мгновенных значений напряжений и токов [2].

Для последовательной цепи, содержащей линейные
резистор R. катушку 
индуктивности L и 
конденсатор С, при 
ее подключении к 
источнику с посто­
янным напряжением 
U (рис. 1.12) можно 
записать:

и -  и к + и , + и г = Æ. + L —  + —  fi d r .
R L c ' dt С '

R  I. С
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Это уравнение справедливо для любого момента 
времени. Здесь i -  ток переходного процесса. Решением 
уравнения является сумма общего решения однородного 
уравнения для определения свободной составляющей и 
частного решения неоднородного уравнения для 
определения тока принужденного режима.

т-т ^  du.Подставив значение тока через конденсатор ; = С — - ,
dt

получим линейное дифференциальное уравнение второго 
порядка относительно ис:

„ -,d 2ur „„du.LL. — -—(- RC, -—— + и — и. 
dt2 dt

Порядок уравнения равен числу независимых 
накопителей энергии в схеме после необходимого 
преобразования индуктивностей и емкостей, соединенных 
между собой последовательно или параллельно.

При последовательно включенных индуктивностях Li 
и Lt следует заменить их на одну индуктивность L = Li + 
L2 ± 2М. Соединенные последовательно емкости Ci и С2

заменяются на одну емкость с= с г с 2 . Если параллельно
с, +С2

емкостям Ci и С2 включена емкость Сз, эквивалентная 
емкость ветви равна:

СА
э "З 'с,+С ,

Со - с, +
-1 1 2

Алгоритм расчета переходных процессов 
классическим методом.

Общее вы]эажение неизвестной величины 
определяется суммой двух составляющих, свободной и 
принужденной:

*(0 =Чр(0 + *'„(0-
Для решения уравнения:
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1. Находим независимые начальные значения.
2. Составляем дифференциальные уравнения для 

мгновенных значений. По найденным независимым 
начальным значениям находим переходные значения тока 
или напряжения для момента времени t(0).

3. Определяем корень характеристического уравнения.
4. Определяем принуждённую составляющую.
5. Находим постоянную интегрирования.

Примеры расчета переходных процессов 
классическим методом.

1. Переходные процессы в R-L-цепи при ее 
подключении к источнику постоянного и переменного 
напряжения.

Для источника постоянного напряжения u(t) = Е;
Пусть в момент времени 1 = 0 источник э.д.с. Е 

подключается к цепи R-L, как это показано на рис. 1.13. 
Найдем закон изменения во времени тока i(t).

Решение ищем в виде:

*'(0 = V  (0  + *'„(0-/.
Независимые начальные ус­
ловия или ток в обмотке до 
коммутации: iL(0-)=ij(0+)=0.

Принужденная
Есоставляющая тока: inp -  — .

Из решения однородного дифференциального 
уравнения определяем свободную составляющую тока в 
виде:

iCB(t) = Аер|.
Определяем постоянную интегрирования А из 

начальных условий для i(t) в момент времени t=0:
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i(0) =- inp(0) + iCB(0). 
Подставляем значения величин для t(()+): 

Откуда:о = — + А 
R R

Характеристическое уравнение имеет один корень:
pL + R = 0;

Корень характеристического уравнения: Р = —
R

Свободная составляющая: Е--1
Г

Ток в цепи: i _ К - ё . ет _ Ш 
R R L R

Напряжение на индуктивности:

Л  
i -  вт !.

J

, di , Е ( 1 ,
L —  = - L — \ ----- е г = Ее

R -)dt
Г рафики изменения тока и напряжения 

индуктивности представлены на рис. 1.14.
на

б)
Рис. 1.14.

Если напряжение изменяется по синусоидальному
закону u( t )  = U m sin(co^ + cpu ) ,  алгоритм расчёта не
меняется. Меняются методы расчёта. Расчет производится 
с использованием символического метода.
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Независимые начальные условия остаются прежними: 
iL(0-)=iL(0+)=0
Определим принуждённую составляющую тока в 

виде:
U m ■ ,inp = — =-sin( cot +  сри -  <р),

где: z = л /я 2 +(coL)2 - модуль комплексного сопротивления 
цепи,

ф = arctg((ûL ! R)  - угол нагрузки.
Определяем ток установившегося режима:

Ù U eJVaJ  _ ______ __________ _ J Нр.-<р)
npm P i. _____ _ at и ’/ С  +  J  COL i :  ~  jorctg—

■Jû +(coL) e «

где: I  = ------ ;
д/Л2 +(û>I)2

Отсюда, мгновенное значение тока принужденной 
составляющей:

КР sin(cù? + 9 U -ф ) .

Для t=(0+): inp (0+) = I т sin(^, -  ср).
Определяем свободную составляющую тока в виде: 

iCB(t) = Aept. Выражение свободной составляющей не 
зависит от типа источника напряжения, так же как и 
выражение для определения корней характеристического 
уравнения.

Для определения А рассмотрим выражение для i(t):
/(0) = |* (0 ) + 1в (0),

1(0 = I m sin(ütf + сри -  ср) + Аер'
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Используя первое правило коммутации 
iL (+0) = iL (-0 ) = 0, подставляем полученные значения в 
уравнение i(t) для момента времени t -  0:

/(0) = /£,(0 )  + /v (0),

О = /„, sin(>u -  <р) + А.
Откуда: А = - I m sin(<ри -  ср).

Таким образом, окончательно получаем:
t

КО = L  sinM  + (Ри -  <р) -  h ,  sin (^ u -  (pY 4 ■
Из полученного выражения следует, что при 

начальной фазе напряжения ç  и = <р ± л  t 2 постоянная 
интегрирования А ;= 0.

Рис. 1.15.

Таким образом, при А=0 коммутация не повлечет за 
собой переходного процесса и в цепи сразу возникнет 
установившийся режим.

При <ри = (р ± л  / 2 свободная составляющая макси­
мальна по модулю. В этом случае ток переходного 
процесса достигает своей наибольшей величины.
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Если t l  значительна но величине, то за полпериода 
свободная составляющая существенно не уменьшается. В 
этом случае максимальная величина тока переходного 
процесса imax может существенно превышать амплитуду 
тока установившегося режима. Как видно из рис. 1.15, где 
(ри ~ ( р ± л ! 2 , максимум тока имеет место примерно через

t=T/2. В пределе при t l  -> ос imax= 2Im.
Таким образом, для линейной цепи максимальное 

значение тока переходного режима не может 
превышать удвоенной амплитуды принужденного 
тока:

iLm ax ^  2Im
Аналогично, для линейной цепи с конденсатором: 

если в момент коммутации принужденное напряжение 
равно своему амплитудному значению и постоянная 
времени тс цепи достаточно велика, то примерно 
через половину периода напряжение на конденсаторе 
достигает своего максимального значения ucmax. которое 
не может превышать удвоенной амплитуды 
принужденного напряжения:

UCmax 2Ucm-
2. Переходные процессы при отключении катушки 
индуктивности от источника питания (рис. 1.16).

Решение ищем в виде:
'(О = <,,,(')+ '„(')• 
Независимые начальные 

условия:

iL(0-) = i(0 + )= ^ !L .

При размыкании ключа в 
цепи питания на рис. 1.16

Рис. 1.16.



принужденная составляющая тока через катушку 
индуктивности inp = О,

Определяем свободную составляющую тока в виде: 
icll(t) = Aept;

Для определения А рассмотрим выражение для i(t) в 
момент времени t=0 :

/(0) = /„Д0) + /св(0)

Используя первое правило коммутации

(у 4-0 ) = /(-0 ) = Ддя момента времени t (0+) запишем:
Rk

4jl = о + А- Откуда: л  = --^-
Л» л*

Характеристическое уравнение для цепи:
Lp + R + Rk=0.

Откуда: p = -(R+Rk)/L ит== L/(R+Rk).
Выражение для тока в переходном режиме будет 

содержать только свободную составляющую:
,, I ,, t(R+Rk )

/ ( / )  : -  -  •• С> ' •
R k л*

Напряжение на катушке индуктивности:

,l ( , ) = L É L = - i . Ü L L m . ^ e -r.
dt L R k

При размыкании цепей с индуктивными элементами 
могут возникать большие перенапряжения. При отношении 
R/R'k » 1  модуль напряжения на катушке индуктивности в 
момент коммутации будет во много раз превышать

R ,,напряжение источника: ик( 0 ) ~ — U0- При отсутствии
Rk

гасящего резистора R указанное напряжение 
прикладывается к размыкающимся контактам ключа, в 
результате чего между ними возникает дуга.
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Рассмотрим переходной процесс в RC цепи.

1. Перевод ключа в 
положение 1 (рис. 1.17), 

с  начинается процесс заря­
да конденсатора.

Решение ищем в 
виде:

u(t) — u(t)np + u(t)CB.
Независимые начаньные условия определим позднее.
Принужденная составляющая напряжения на 

конденсаторе; unp = U0.
Характеристическое уравнение для схемы после 

коммутации:

R. + —— = о 
рС

Корень уравнения р = -1/(R]C). Постоянная времени т 
= R,C.

Определяем свободную составляющую напряжения в 
виде: uCB(t) = Aept.

Для определения А рассмотрим выражение u(t) для 
t ~ (0+):

U(0+) = U np(0+) + UCB(0+) или U(0+) = Uo + А.
Как видно из уравнения, значение напряжения на 

конденсаторе до комму гации определяет величину 
постоянной А. Если конденсатор при t=(0-) был не 
заряжен:

Щ 0 -)  = Uc(0+) = 0 и А = 0;
Если конденсатор был заряжен до некоторого 

значения Uc(O-) = Uc(0+) Ф 0, тогда А = Uc(0-) - U 0

1  '
и„

Л,

Ï

и .

Рис. 1.17.
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И напряжение на конденсаторе при Uc(0-) Ф О будет 
равно: Uс (0) = А л- U0 .

Зарядный ток на конденсаторе равен , _ dU
dt

U „ -  и ( 0) - 1 
i(t) = — е г .

Таким образом, в зависимости от величины и(-0) 
возможны четыре режима переходного процесса, которые 
иллюстрирует рис. 1.18 [3]:

1) и с (0 ) = 0 :

u(t) = ü  0 1 -  е , i ( t )
U

R,

2) 0 < u c (0 )<  U0:
/

м (0  = U„ ~ [U 0 -  «(0)]е г , / (г)  =

3) ис (0 ) <  0:

«(O = t / e - [ a ( 0 )  + C/e]e” , / ( / )  = -У-° ± “ Ш е ~г ;
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u ( t )  = U„ + [ « ( 0 ) -  U o |.- • .  , , n  = _ '  •

2. Разряд конденсатора на резистор R2 переключение 
ключа в положение 2 (рис. 1.17).

Решение ищем в виде:

и (0  = «„р(0  + « „ (0 -
Принуждённая составляющая напряжения на 

конденсаторе:
Ипр ~ 0.

Характеристическое уравнение для схемы после 
коммутации:

R , + ——  = 0 .
Ср

Корень уравнения: p = -1/(R2C). Постоянная времени 
z = R2C.

Определяем свободную составляющую напряжения в 
виде: uCB(t) = Aept;

Для определения А рассмотрим выражение для u(t) в 
момент времени t=0:

u(t) = 0 + A ept, откуда u(0) = А.
Принимая, что к моменту коммутации конденсатор 

был заряжен до напряжения ис, напряжение на нем в 
переходном режиме можно записать:

I
и(() = и(0)е г .
Соответственно разрядный ток:

„ d u  г и .. ( 0 )
Ht )  = С 1 = С т •

dt R ,

При разряде конденсатора уравнение переходного 
режима содержит только свободную составляющую.

4) uc (0) > U 0:
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При разряде конденсатора уравнение переходного 
режима содержит только свободную составляющую.

Во избежание значительных бросков разрядного тока 
величина R.2 должна быть достаточно большой.

Процессы заряда и разряда конденсатора 
используются в генераторах пилообразного напряжения, 
широко применяемых в автоматике. Для этого ключ в 
схеме на рис. 1.17 заменяется на электронный.

Короткое замыкание RC-цепи рассмотрим на 
конкретном примере.

Схема моделирования разряда статического 
электричества с человека представлена на рис. 1.19. 
Известно, что форма тока разряда с человека близка к 
форме переходного процесса в R-C-цепи с параметрами 
С = 200 пФ и R = 1 кОм, определяющими параметры тела 
человека.

Считаем, что величина статического потенциала на 
человеке равна 1000 В. Найдем время разряда до значения 
тока 1 мкА.

Решение. При замыкании ключа заряженная емкость С 
будет разряжаться через сопротивление R. Так как при

_|

Рис. 1.19.
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t > 0 в цепи нет внешнего воздействия, то на основании 
второго закона Кирхгофа можно записать

U.R+ ис= 0.
Составим дифференциальное уравнение относительно 

uc(t). Учитывая, что u = Ri и i = C d u c/d t, получим:
RCduc/dt + lie = 0, 

или duc/dt + uc/RC = 0.
Составим характеристический многочлен и найдем его 

корень:
p  + l / R C  = 0=> p  = - M R C .
Свободная составляющая напряжения на ёмкости 

равна:
t

и св ( О  = Ае RC .

Так как внешний источник отсутствует, то 
установившаяся составляющая будет равна нулю (иу = 0) 
и напряжение на конденсаторе определяется только 
свободной составляющей:

t
и с ( t ) = и сд ( t )  = Ае RC .

Найдем константу интегрирования А. Для  1Ю:
__0_

ис(-0)=ио=1 ООО В; г/г ( + 0 )  = Ае  кс = А.

По закону коммутации Uc(-O) -  uc(+0) или А ;= Uo г 1000 В. 
Тогда:

1 t
U с (О = и  = и ае ~
где т = RC = 103 • 200 • 10'12 = 0,2 « 106 с.
Напряжение на емкости убывает во времени по 

экспоненциальному закону от Uo до 0. Найдем ток в цепи i:



В момент t = О величина тока изменяется 
скачком от нуля до -1о. Отрицательный знак говорит
о том, что направление тока разряда ip в 
рассматриваемом случае противоположно направлению, 
условно принятому за положительное, т.е. ip = -i.

Найдём время разряда до тока 1 мкА=10'6А.

Рис. 1.20.

ip = V  г => е т -  / 0 Пр => 1пег = ln ( /0 / i p). 

t = r l n ( / 0 l i p ) -  0,2 • 10‘6 1п(1/10'6) = 2,76 мкс.

Характеры изменения тока и напряжения 
представлены на рис. 1.20,а,б.

В качестве примеров рассмотрим переходные 
процессы в цепях с источниками постоянного и 
переменного напряжения.

Рассмотрим схему на рис. 1.21.
Дано:
J = 5 А;

\ f = ü  С =  10‘30 ;R i=  10 
Ом; R2 = 30 Ом; R3

о  i ~> t = 20 ° м -Рис. 1.21.
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Определить: uc = ? i? = ?

Решение.
До коммутации в схеме «ненулевые начальные 

условия». Напряжение на конденсаторе определяется 
падением напряжения на сопротивлении Ri.

С учетом того, что до коммутации в схеме 
установившийся режим, ток /, = / ,  - J .  Тогда напряжение 
на конденсаторе:

и.. = (0-) = ./ • Л, = 5 • 30 = 1 505.
.По второму закону коммутации: 
ис(0+) = ис(0-) = 1505.
Принужденная составляющая напряжения:

=  J (R ,  +  R.) = 5(30 i-20) = 2505."P
Полное напряжение равно: 
и . = и + и . .

нр Ссп

Пос тоянная интегрирования при t = 0 равна:
J R 2 =А +J(R2 -  r 3),

А = -J R3 = - 5'20  - -  - 100 .

Входное сопротивление цепи для определения
корня характеристического уравнения:

1/ (R2 -  Я, )
Л, ----- -  = 0.

V  + я 2 + R,/  рс L J
Откуда, скорость затухания свободной составляющей р

p = _ A ± A . î A  = _ i20t.-'.
• ^ (R2 +R3)CR,

Напряжение на конденсаторе равно:
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, duc 
dt

i, = = 10"3 -Ш е - '20' = 12e’120'.

Графики, иллюстрирующие переходной процесс по 
напряжению и току, показаны на рис. 1.22:

Рис. 1.22.

’( ' к

Рассмотрим схему на рис. 1.23 с двумя источниками:

V o  П С  е С '  ^

Rt

Ï I ______I

Rj

Е = 50 В;

J = 0,5 А;

С = 4 мкФ;

R, = R., = 200 Ом; 

R2=300 О м .

Найти: иг =?;г2 = ?
Решение:

До коммутации в схеме «ненулевые начальные 
условия».

По теореме наложения находим:

Рис. 1.23.
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MO--) -  uRl = —— -Л, + J ——— /?,, 
я, + я, 1 /г, + Дз

мДО~) = -----——  200 + 0,5— — — 200 -  75В.
200 + 200 200 + 200

Принужденный режим ( I R3 =J ) :

ucnp= J . R î + E = 0,5-200 + 50 = \50B.

Характеристическое уравнение :

k3 + ^ - V 0-рС

С оответственно,/? равно: 
р - С ■ R3+ р  С, ■ R2 -  -1.

1 1
: -5 0 0с

C(R} + R 2) 4-10^ (200+ 300)

По второму закону коммутации:

мс(0+) = ис(0—) = 15В.

Постоянная интегрирования при t = (0+): 

ыс ucnp+A, Л -75.

Полное напряжение:

ис -  -75е~500' +150.

Полный ток:

ic = C / = 0,15е"500'. 
dr

Графики, иллюстрирующие переходный процесс, 
представлены на рис. 1.24.
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Рассмотрим схему рис. 1.25 с двумя накопителями 
энергии, включенными на постоянное напряжение:

U=50B, R=10 Ом, L=0.5 
Гн, С=0.1 мкФ. 
i(t) = ?

Расчёт переходных 
процессов классси- 
ческим методом для 
напряжения на кон­
денсаторе в цепи на

Рис. 1.25.

рис. 1.21 сводится к уравнению:

“с (0  = »спр + МСсв'
Принужденная составляющая напряжения на 

конденсаторе:
иСпр=1/„ = 50 В
Характеристическое уравнение цепи:
LCp2+RCp + 1 = 0, 
откуда:

R
Pl.:

R Y 1
2L ' \ \ 2/ J  LC 

10 10 1
0.5 • 0.1 -10'

= -10 + 4472j  »
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Комплексно-сопряженные корни определяют
колебательный переходный процесс в цепи с частотой «о и 
затуханием 5:

Для нахождения двух неизвестных: постоянной 
интегрирования А и начальной фазы ср возьмем 
производную от ис и запишем систему уравнений для 
момента времени t -  0:

(uc(0)-Uo “  Asincp,
) 0 =  -ÔAsincp + Асо0 costp.
Откуда, из первого уравнения системы:

Ю° V LC ' V 0.5 - 0.1 -10 6 

S = * -  = 10 с 1.

-  4472 рад/с,

2 L
Значение напряжения определяем в виде: 
uc = Uo + A e'5t sin(cû0t+9).

A = uÆ l __[i± или 4 =
sin <p 0.99

tg(p = ©0/ô = 4472/10 = 447.2, откуда ср = 89.87° 
Напряжение на конденсаторе запишем, как: 
и с  - -  5 0 - 5 0 .5 е ~ 10' sin(4472/ + 89 .87°)

Напряжение ис можно определить и так:
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uc (0 ) -U 0 ,a . ( co0 V-  U0 + --T- - 2 -  с sin û>0/ + arcfg —  ,
viCü>0 v " ;

Соответственно, ток в цепи:

i( t)= C — ~ --C[UQ - ц с ( 0 ) ] — - g " '  s i w d /  = — — ^ ^ É r<îi s i  о д /  
dt щ  Lo\

/(/) = Юс '10' sin 4472?
Графики распределений i(t) и u(t) представлены на 

рис. 1.26:

Рис. 1.26.
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Для наглядного изучения переходных процессов в 
цепях с синусоидальными источниками энергии 
рассмотрим схему на рис. 1.27.

R Дано:

/ - 2 v 2 s in ( 1 0 V  + 135°;M;

1 е = IOOn/2 sin(l О4 / + 45°) В\-оА

■ о

Рис. 1.27.

Решение.

:ç  R = 1 0 0  0 m ;

С =: 2 мкФ;

L = 5 мГн; 

Н а й т и :  
и г = ?; i = ?

В схеме ненулевые начальные условия.
Найдем ток в цепи и напряжение на конденсаторе для

t(0+):

/2
г(О-) = 2^2 sin 135° = 2^2 ^ -  = 2 А.

^ = / , ( - 7 - ^ 7 ) .  где 1
1

= 50 Ом;
w ■ С "  w C  104 ■ 2 ■ 10”6 

По первому и второму законам коммутации: 
i(0+) = i(O-) = 2 А;
U c ( 0 + )  =  U c ( O - )  =  1 0 0  В .
Составим дифференциальное уравнение для схемы 

после коммутации:
, di I г ,Ri + L — + — \idt = е. 

dt С J
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Определим первую производную по току для t(0+): 
diR ■ i( 0+) + L
dt q + + Mc(0+) -  e(0+);

di_
dt

e(0+) -  uc (0+) -  R • г(0+) _ -  200 _ A
0+ L 5 10 с

Принуждённая составляющая тока определяется для 
схемы после коммутации:

R t j w L - ^ -  |0 0 , ' 5° - ' 50 
wC

Мгновенное значение тока: 

im, = \/2 sin(104/ +45°).
Входное сопротивление цепи для определения корней 

характеристического уравнения:

R + pL + — -  = 0, /?2 + — р  + —  = 0. 
р С  L LC

Подставляя: р 2 + 2 • 104 /? + 108 = 0;
2 100 1

р н--------- — р  н----------з-----------г  — 0.
5 10” 5-10 -2-10

Скорость затухания свободной составляющей р:

p l2 = -1 0 4 t V ï o ^ T o 8; р х = р 2 = - 1 0 V ‘.
Корни вещественные и одинаковые. Уравнение 

для тока запишется в виде:
i = inp + ia -V 2sin(104/ + 45°) + A ^ 0'1 + A2 ■t e ‘°4'

Для определения постоянных интегрирования Ai 
и A i  возьмем производную по току:

— = 104 cos(104/- + 4 5 ° ) - +  Â2e~'°4' ~ \0 4 A2t-e 'w4' . 
dt
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Подставляя полученные значения для t = 0, находим 
Ai, А2:

\ 2 --yJ2  sin 45° + А,

}-4 • 104 = V2 • 104 cos 45° - 1 04 Л, + А, ’

Откуда: А  ’ d: А2 = \~ 4 Л  О4 А.

Полный ток в цепи:

i = л/2 sin(l О41 + 45° ) + 1е“'°4 ' -  4 • 10 V  е‘ |0\

Д л я  построения графика тока в цепи определим:
2п 6,28 л 7 == —  = ——  = 0,628 мс, что соответствует 

р w 104
Тпр ---- 360° -  0,628 мс.

Тогда 45° = 0,08 мс, 90° = 0,157 мс, 180° s  0,314 мс. 
Рассчитаем значения составляющих тока для разных 

значений времени t:

t, с n/2 sir(l(//445е) -4 1 0 V e ■|0‘'

0 1 1 0
НО-4 1,4 0,368 1,47

2Л()а 0,51 0,135 -1

3 10-4 -1 0,05 -0,6

4-104 -1,41 0,01 -0,3

График, иллюстрирующий переходной процесс 
представлен на рис. 1.28
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1.4. Операторный метод расчета переходных 
процессов.

Если дифференциальные уравнения переходных 
процессов в линейных цепях с сосредоточенными 
параметрами представляют собой линейные уравнения с 
постоянными коэффициентами, то их можно

интегрировать также операторным методом, основанном 
на преобразовании Лапласа.

Сущность операторного метода заключается в том, что 
функции f(t) вещественной переменной t, которую 
называют оригиналом, ставится в соответствие функция 
F(p) комплексной переменной р = а ± jb, которую 
называют изображением. Производные и интегралы от 
оригиналов заменяются алгебраическими функциями от 
соответствующих изображений (дифференцирование 
заменяется умножением на оператор р, а интегрирование - 
делением на него), что в свою очередь определяет переход 
от системы интегро-дифференциальных уравнений к 
системе алгебраических уравнений относительно 
изображений искомых переменных.

О

Рис. 1.28.
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При решении этих уравнений находятся изображения 
и далее, путем обратного перехода - оригиналы. 
Важнейшим моментом при этом является необходимость 
определения только независимых начальных условий, что 
существенно облегчает расчет переходных процессов в 
цепях высокого порядка по сравнению с классическим 
методом [3].

Изображение F(p) заданной функции f(p) определяется 
в соответствии с прямым преобразованием Лапласа:

Для того чтобы интеграл был определён, функция 
оригинала f(t) должна удовлетворять условиям Дирехле:

• иметь за конечный промежуток времени конечное
число разрывов первого рода и конечное число 
максимумов и минимумов;

• модуль f(t) должен возрастать медленнее, чем Aeat
при t > 0 и |f(t)|< Ае"', где А и а  некоторые 
положительные числа.

Все реальные токи удовлетворяют этим условиям.” 
Переход от оригинала к изображению может быть записан:

Переход от изображения F(p) к оригиналу f(t) 
осуществляется с помощью:

1) обратного преобразования Лапласа

Преобразование представляет собой решение 
интегрального уравнения. На практике этот способ 
применяется редко;

F (p )  = J / (t)e~f"d t , где p = а ± jb  -  комплексное число.
о

F(p) = Z [f (t)], или F(p) =  f(t).
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2) по таблицам соответствия между оригиналами и 
изображениями.

Согласно данному способу необходимо получить 
изображение искомой величины в виде, соответствующем 
табличному, после чего выписать из таблицы выражение 
оригинала.

Например, для изображения тока в цепи на рис. 1.29 
можно записать:

По таблицам соответствия находим действительное 
значение тока:

что соответствует известному результату;

Рис. 1.29.
3) с использованием формулы разложения.
Пусть изображение F(P) искомой переменной 

определяется отношением двух полиномов [4]:

Z ( p )  p ( R  + pL) R p R
P + y

F(p)  -  = b«p " +b"-'Pm+] + "- + b\P + bc

где: ш < n.
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Это выражение может быть представлено в виде 
суммы простых дробей:

F(p)  = f i i E l  = У  _ 4 l _  ,
^г(Р) ы Р ~ Р к 

где рк - к-й корень уравнения F^Cp)— 0.
Для определения коэффициентов А к умножим левую и 

правую части полученного соотношения на (р - рк):

( Р - Р к ) ^ —1—  
---■i Р~Р,

+ А  = F\ (p ) (p -p k )
f 2(p)

При р

Fx(P«) И

Рк находим:

р-г. F2(p ) ■
Полученную' неопределенность типа 0/0 можно 

записать:
d

А  = FS ih  ) иw  п т
Р~+Рк

, ( Р "  Рк) г . , 
Ф ________= ^ i (Pa)

/Г2(Р) ^  (/>* )
Таким образом

^ (Р )  -  .
*=i F2(pk) ( p - p k)

Поскольку отношение F\(Pk) есть постоянный

FiP j ^ FAPk)

FZ ( Р к )

коэффициент, то, учитывая, что, = 

получаем:

m  = É

о - а
окончательно

1 ) 1 р А е Рк'
* = 1 ^ ( Р * )

Полученное соотношение представляет собой 
формулу разложения. Если один из корней уравнения

52



F?.(p) == О равен нулю, т.е. ï‘2(р)=р17з(р), то уравнение 
сводится к виду:

где Fi(0) - значение функции от корня р = 0.
Для нахождения начального f(o) и конечного f(ao) 

значений оригинапа можно использовать предельные 
соотношения:

которые также могут служить для оценки 
правильности полученного изображения.

Некоторые свойства изображений.
Изображение суммы функций равно сумме 

изображений слагаемых:

При умножении оригинапа на коэффициент на тот же 
коэффициент умножается изображение:

Изображению с одним нулевым корнем соответствует

/ ( 9 )  -  lim PF (Р);

/  ( »  ) = lim PF ( Р )>

Z / * ( 0

A f  (О = A F ( р ) ■

оригинал:

Определим изображение производной.

Докажем, что если / ' ( / )  = p F ( p )  , то ÉL н pF ( p ) - f ( 0)
dt

где f (0) -  начачьное значение функции f(t).

Пусть -^ -[/(0 ] = / '( 0 -  dt
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Тогда:
СО 0 0  ,  „ СО

f ( t ) = \ f ( t y p,dt= \ M e p'dt=e p,fÜ )^ + p ÿ p,f(ï)à ï= pF(p)fTO.;
о о ' ° ô

В результате, при нулевых начальных условиях, когда 
f(0) = 0 имеем:

/ '(O s  p F (p ) .
С учетом полученного вывода находим изображение 

напряжения на индуктивности:
di

и = L — , 
dt

где £ шр1{р)- т
at

Тогда: L — = p L I(p )~ L i(  0),
dt

где i(0) - значение тока при t = С. Если i(0) = 0, то 
последнее выражение упрощается:

L ~T = PLI^P)- dt

Определим изображение интеграла.
/

Найдём изображение функции J /  ( t ) d t .
О

Для этого используем преобразование Лапласа:

f  e~p'dt = - - ]  J f ( , )d t
0L.O P  n n

d i*"\

l
Примем J / (t)dt = u, d{e ~pl ) = dv и возьмём интеграл

по частям:
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C l I
J J J\t)dt d[e \f{i)dt

о p

Первое слагаемое для указанных пределов равно 
нулю, остаётся только второе слагаемое:

F(P)\ f(t)e  P‘dt S
P  0 P

Следовательно, если f  (t) = F(p), то:
ou
\ f ( t )d t  = F{P)

Тогда, изображение напряжения на конденсаторе 
запишется в соответствии с выражением оригинала ис (/) :

| 1
М, ;( 0  = — \idt + uc {Q), м<-(Р) =

Ц р) + ис (0)

С о Ср р
где k’£(0) . есть изображение постоянной.

р
Рассмотрим определение изображения функции 

f(t) = А. где А -  некоторая постоянная величина.
Используя преобразование Лапласа, получаем:

F (p )  = ]  Ае-р' dt --- А - - 1  j </(<?** ) = -  -  е~р1 = - .
о р>  р  р

д
f ( t )  = A = —, т.е. изображением постоянной является 

Р
сама постоянная, деленная на р.

Аналогично определяем изображение показательной 
функции.

Пусть оригинал f(t) = eut, тогда его изображение:
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Или ем = ———. Аналогично е
р - а  р  + а

С учетом полученных выражений любую схему 
оригинапа можно представить схемой изображения.

Схема изображения (замещения) получается 
следующим образом.

В схеме изображения протекает операторное 
выражение тока от воздействия операторного выражения 
источника энергии. Конфигурация схемы изображения 
совпадает с конфигурацией схемы оригинала. При этом на 
операторной схеме замещения основные элементы

цепи имеют следующие

R обозначения:

jy v y l ^ _

ч н э

*Нр) Появление источ-
Li(0+) ников Э.Д.С на опера- 

торных схемах замеще­
ния емкости и индук­
тивности обусловлено 
магнитным полем ка- 

1/рС и „  ТуШки и электрическим 
полем конденсатора. 

Величина этих Э.Д.С обусловлена независимыми 
начальными условиями.

Основным достоинством перехода к схеме 
изображения является возможность использования 
известных методов расчета для линейных цепей в 
операторной форме записи.



Рассмотрим закон Ома в операторной форме.
Пусть имеем некоторую цепь (см. рис. 1.30).
В соответствии с законом Ома для участка цепи с 

источником ЭДС в операторной форме для ветви на рис. 
1.30 можно нарисовать операторную схему замещения, 
представленную на рис. 1.31.

R

Замыкание ключа во внешней цепи приводит к 
переходному процессу, при этом начальные условия для 
тока в ветви и напряжения на конденсаторе в общем случае 
ненулевые.

п

Г — Г.___1------- r i l — f c h

< з > .) 1 ( г ) /К. Г

Рис. 1.31.
Для мгновенных значений переменных

записать:
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ai  i r— -f — i 
dt С 0J

Тогда, переходя к операторным выражениям, 
получим:

рассматриваемого участка цепи.
Это есть математическая запись закона Ома для 

участка цепи с источником ЭДС в операторной форме.
Следует обратить внимание, что операторное 

сопротивление Z(p) соответствует комплексному 
сопротивлению Z(jco) ветви в цепи синусоидального тока 
при замене оператора р  на jco.

Законы Кирхгофа в операторной форме соответствуют 
законам Кирхгофа для линейных цепей.

Первый закон: алгебраическая сумма изображений 
токов, сходящихся в узле, равна нулю:

Второй закон Кирхгофа: алгебраическая сумма 
изображений ЭДС, действующих в контуре, равна 
алгебраической сумме изображений напряжений на 
пассивных элементах этого контура:

Откуда:

U (p )+ L i(0 )-^ ^ -  + E(p) 
Р

] )где Z(p)= R + pL + —  -операторное сопротивление
р С )

п

58



А=1 к=)
При записи уравнений по второму закону Кирхгофа 

следует помнить о необходимости учета ненулевых 
начальных условий (если они имеют место), С их учетом 
последнее соотношение может быть переписано в 
развернутом виде:

I*=i
Ek(p )  + L J k(0)- U Cr (°)

к=1
R + Lp + —  

СР.
h(P )-

В качестве примера запишем выражение для 
изображений токов в цепи на рис. 1.32. На рис. 1.32,а 
представлена исходная схема оригинала, на рис. 1.32,6 -  
схема замещения в операторной форме.

— j r .>

Uo
f*2

I
' 'I

a)

- c z >
U(P )

lrh(P)* ✓

h(°) ->—

'  ■ 's Uo(p)[ J  v I Rг ^-- \ ✓ ( U p ) ) I  pC

6)

Рис. 1.32.
Рассмотрим два значения независимых начальных 

условий.
1. При ис(0) = 0 в соответствии с законом Ома:
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p(R tR2Cp + R , ■+ А 2 )

Я, 4----
Ср

Тогда, ток Ь(р) находим через ток Ii(p):

2. При wc ( 0 ) ^ 0 ,  для цепи на рис. 1.31,6 в схеме 
действуют два источника э.д.с,.. Изображения токов в ней 
могут быть определены любым методом расчета линейных 
цепей. Ниже приводится определение токов ветвей через 
контурные токи:

i\(p) = lu (p ), h iP )  = I \ ^ P ) - I2iiP ) и h (Р) = 2̂2(/7>-

Последовательность расчета переходных процессов 
операторным методом.

1. Определение независимых начальных условий 
путем расчета докоммутационного режима работы цепи.

2. Составление операторной схемы замещения цепи 
(для простых цепей с нулевыми начальными условиями 
этот этап может быть опущен).

3. Запись уравнений по законам Кирхгофа или другим 
методам расчета линейных цепей в операторной форме с 
учетом начальных условий.

l u (p )(R ] + R2) - l 22{p)R2
Р '
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4. Решение полученных уравнений относительно 
изображений искомых величин.

5. Определение оригиналов (с помощью формулы 
разложения или таблиц соответствия оригиналов и 
изображений) по найденным изображениям.

В качестве примера использования операторного 
метода определим ток через катушку индуктивности в 
цепи на рис. 1.33.

Рис. 1 33.

к  р ) -  — = __________________________R + K: pl- R2 + p i  p ( R )R 2 + ( R t + R2)pL)
' R2 + pL

Для нахождения оригинала i(t) воспользуемся 
формулой разложения при нулевом корне:

* С учетом нулевого не­
зависимого начального 
условия Li(0) = О 
операторное изоб­
ражение тока:

И

Корень уравнения Рз(р)
о находим при Р3(р) = 0 :

Рис. 1.34. Откуда:
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Производная F3 от pi равна:
R. R

Р\р ЛР\) = ---------- — — (R\ + R2)L = - R i R i •(R .+ R2)L
Отношение функций F ( и F3 при нулевом корне:
M O ) = U 0*2 = Ujl.
F , ( 0) RXR 2 R ,

Подставляя найденные значения слагаемых формулы 
разложения получим значение тока в ветви с катушкой L:

RtR2
,УЛ = Uo Uo с (R^Hi)L

Rx Rx
Воспользовавшись формулой разложения

f ( t) _ V  fjiPk) ei't ', получим тот же результат: 
t^ F 2(Pk)

где F2(Pk) = p (R xR2 + (Ri + R2 )PL) ■
Корни уравнения:

л,я.
Р\ = °> р2 (R,i-R2)L

Находим производную от Р’гф):
F2(p) = R]R2 +2pLRl +2pLR2-
Подставляя полученные значения в формулу 

разложения, получаем:
R\RiIT Tl — --—' 

i ( t )  =  Z ° . - Z - 2 - e
Rx Rx

Пример расчета коммутационного режима 
операторным методом рассмотрим на схеме рис. 1.35.

Дано:
е = 200sin(350t + 90 ) В;

С = 10 мкФ; L = 5 мГн; R = 100 Ом.
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ф
V
R

J
Рис. 1.35.

Найти:
-  ?

С Решение.

До коммутации в схеме 

ненулевые начальные усло­

вия.
Определим независимые начальные условия:

2 0 0 7 90 1 '

=• -  2ejS9° А.
Л + jüjL 100 + у350  • 5 • 10~3 

Мгновенное значение тока:

/,(/) = 2sin(350t + 89°)A.
Для t(0): iL (0+) = iL (0-) = iL (0+) = 2A, 

uc ( 0--) = wc (0+) = 0.
Эквивалентная схема замещения в операторной форме:

j 4- © t
£Хр) ( ^

L i,(О) ±_
-рс

Рис. 1.36.

Мгновенное значение источника e -  200sin(350/ + 90°) 
преобразуем через :

в = 200 cos(350/) В.
Тогда изображение источника по таблицам 

соответствия:

63



Входное сопротивление по переменному току:

£,„ Р (ЛрС+1) | Li^Oj-jRpC + l) (р 2 +ог)
(p 1 + a i )(р : RLC + pL + R) (p'RLC+pL + R) ( j f  +o2)

[Em-p + Li^Q){p2+ v 2)lR pC  + \) Ft(p )
(p 2 + co2){p2RLC + pL + R) F (p )

Определим полюсы изображения или корни уравнения

р 12 =±;350с~', р 34 = - 5 0 0 ±j\32Ъсл .

Производная F 2(p) равна:
F j ip )  = 2 р ( р 2 RLC + pL + R) + ( p 2 + c r ) (2 p R L C  + L). 

Изображение тока через формулу разложения:

R — R —-
Z,ÀP) = PL + — ^ т -

R + -
рС рС

pL + R ----------—-------  pL + —-------
рС  RpC +1 RpC +1

Изображение искомого тока:

z j p )
После подстановки получим:

F 'А р) = 0:
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Переходя к оригиналу, находим:
/, (0  = 2 sin(350/ + 89° ) +1,013 sin(350f + 89° )в -  500/.
Формулу разложения можно использовать для расчета 

переходных процессов при нулевых и ненулевых 
начальных условиях. Если начальные условия нулевые, то 
при подключении цепи к источнику постоянного, 
экспоненциального или синусоидального напряжения для 
расчета переходных процессов удобно использовать 
формулы включения или формулы Хевисайда, 
вытекающие из формулы разложения.

Рассмотрим использование формулы включения при 
различных формах источника питания.

1. Формула включения на экспоненциальное напряже­
ние u(t) = U0eat для определения тока имеет вид:

U p01 » TJ рРк‘
/■(О = —2— + у --------5---------- ,

Z ( a )  j£ { p k - a ) Z \ p k )

где Z(p) - входное операторное сопротивление 
двухполюсника;

р - корень уравнения при Z(p) = 0;
Z(a) -  значение сопротивления при р = а.
2. Формула включения на постоянное напряжение Uo, 

г.е. при а  = 0. В этом случае ток равен:
I !  " Л  р г '1'

i( t )  = — 2- +  X  ——^ ------ ,
2 ( 0 )  £ ï P k Z \ P k )

где Z(0) -  значение сопротивления Z(p) при р = 0.
3. Формула включения на синусоидальное напряжение 

u(t) = Uп, sin(<yr + ф) при а  = /со и U 0 = U т е :

т.к. и = Uт sin(arf + <p) = J m [0т е 1Ш’ ]
по аналогии с формулой включения на экспоненту, 

запишем:
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'(О -  л
и , х:Z ( jc o )  к._\ ( р .  -  j c o ) Z ' ( p k )

где Z(jco) -  комплексное сопротивление цепи,
Pk -  корни уравнения Z(p) = 0 при p = j©.

В качестве примера использования формулы 
включения рассчитаем ток в цепи на рис. 1.37, если в 
момент времени (=0 она подсоединяется к источнику с 
напряжением u(t) = 1000e'5t В; R = 10 Ом; L = 1 Гн.

В соответствии 
источника воспользуемся 
экспоненту:

с заданной формой напряжения 
формулой включения на

U J'Г! ра "
i(t)——----f-V-

Z (a) Ь ( Рк ~ a )Z (рк ) 

Операторное сопротивление: 
Z ( p  ) = Lp + R . 

Корень уравнения опре­
деляем при Z(p) = 0 

Рх = -R / L  = -\ Ос'1.
Производная Z(p) = L = 1 Гн.
Находим сопротивление Z(a) при р = а: 

Z { a )  = R  + L a  = 5 Ом .
Подставляя полученные значения 

включения при Uo= 1000 В, находим
в формулу
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ш о ^ + шоое̂ _ = е„10 А
5 —1 0 - ( - 5 )

На рис. 1.38 показан график распределения 
переходного процесса.

1.5. Сведение расчета переходного процесса к 
расчету с нулевыми начальными условиями.

Возможность упростить расчёт переходных процессов 
появляется с приведением ненулевых начальных условий к 
нулевым.

Используя принцип наложения, расчет цепи с 
ненулевыми начальными условиями можно свести к 
расчету схемы с нулевыми начальными условиями. Цепь, 
содержащую пассивные элементы, можно свести к виду, 
позволяющему определить искомый ток по закону Ома с 
использованием формул включения.

Методику сведения цепи к нулевым начальным 
условиям иллюстрирует рис. 1.40. Исходная схема на рис. 
1.40,а заменяется эквивалентной ей схемой на рис. 1.40,6 с 
двумя равными и противоположно направленными э.д.с., 
где e(t)=ui2(t). Последняя в соответствии с 
принципом наложения раскладывается на две схемы; при 
этом в схеме на рис. 1.40,в составляющая i' общего тока i 
равна нулю, т.к. э.д.с. направлена встречно напряжению 
U j2. Таким образом, полный ток i равен составляющей тока 
i" в цепи на рис. 1.40,г, где исходный активный 
двухполюсник А заменен пассивным, т.е. схема сведена к 
нулевым начальным условиям.

Следует отметить, что если определяется ток в ветви с 
ключом, то достаточно рассчитать схему на рис. 1.40,г. 
При расчете тока в какой-либо другой ветви, он будет
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складываться из тока в этой ветви до коммутации и тока в 
ней, определяемого подключением e(t) к пассивному 
двухполюснику.

Аналогично можно показать, что отключение ветви, 
не содержащей индуктивных элементов, при расчете 
можно имитировать включением в нее источника тока, 
величина которого равна току в ветви до коммутации и 
действующему навстречу ему.

eft) eft)
/

А z — Л

— __J
«,,w

1
T

eft)

* +

Рис. 1.39.
При рассмотрении метода наложения ток в любой 

ветви схемы может быть представлен в виде:
 ̂к — & km U  т  '

где gkm -  собственная (k=m) или взаимная ( к  t- т  ) 
проводимость.

Это соотношение, трансформированное в уравнение
h  (О = gkm ( t )U m, 

можно использовать и в переходном режиме, когда ключ в 
т  -й ветви подключает к цепи источник постоянного
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напряжения Um. При этом gkm(t) является функцией 
времени и называется переходной проводимостью.

Переходная проводимость численно равна току в 
ветви при подключении цепи к постоянному напряжению 
Um= l  В.

Пример расчёта переходного процесса операторным
методом.

/. , j и, Рассмотрим схему
Г -^ ППС'-Г--------- • 'V -----СИЗ—i на рис. 1.40.

( t V 1 4 1 1 *  * 0 )  Дано:Ч У  4 U  • т г -  Ч У  R, = R2 =10 Ом,
1------------- 1------ — J------- ----------1 L = 10 мГн,

Рис. 1.40.

С=100 мкФ, Е = 30 В, е = 10V2sin(1000/ +135°). 
Определить: /2 = f i t )
Решение.
1. Определим независимые начальные условия: 
ис (-0) = ис (+0) = ис (0) -  Е = 30 В,
h. (_ 0) = iL (+0) = /(0),

Комплексное значение амплитудного значения тока 
через индуктивность:
/ -  A l _ ^  = ю Л^ 135 _ 1оЛе>'135 = ej90 =
т  Z  /г, + jcoL  1 0 + _ / 1 0 0 0 -1 (Ы (Г 3 ‘ Ю л/2^45 

Мгновенное значение тока:
/(0 = sin(l 000  ̂+ 90°).

Для t = 0 : i, (0) = /(0) = 1 А.
2. Составим операционную схему замещения для 

послекоммутационнош периода времени (рис. 1.41):
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Il(p)
Li0H)

лг^ - 0 -

©  ' U p ) )  * [

Ш  —»—
м

( Ш )
i

рС

(0+)

Рис. 1.41.
Воспользуемся методом контурных токов для 

операторной схемы замещения:
i (P)z 11 (P) + h i  (P)z  12 (P) = Е\ i 

\J\ 1 (P )Z2\(P) + 122 (P )Z22 (Р) = Е22 (Р)- 
Определяем операторные сопротивления контуров:

р  + 100г и(р) = я2 + р1 = 10+}0гр = - 100
?  ч о 1 1 ю р  + ю 42̂2 (P) ~ Н-----= 10 Н-----------7— — ----------

22 р С  100-Ю ^ р Р

Общее сопротивление контуров:
Z\2(P) = Z2\(P) = ~R- 
Используя преобр£13ование:

Р  Sin  T  + (DCOSWsm(&tf +1//) =----------------— —
р + со

операторные выражения действующих

10V 2 р

запишем
Э.Д.С.:

Eu (p )= E (p )+ Li( 0) = 1 0 Æ ^ t ^ =  ,
p +0) p  + 10

мс (0 )  _  30 

P P
Егг (P)
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Таким образом, решение системы будет затруднено 
из-за её громоздкости, поэтому в данном случае лучше 
составить отдельную схему для свободной составляющей.

Общая запись системы уравнений остаётся 
неизменной, изменяется только конкретные значения 
Ekk(p), а, именно, здесь отсутствует изображение Е(р), то 
есть: E {l( p ) = L i ( 0 )  = 1 0 ~2.

/ (n) _  Eu(P)Z22(P)~E22(P)Zn(P)
Z„(p)Z 22( p ) -Z ,22(p) ’

/ (D) _  E2i(P)z v.(P) -  Eu(P)Z2i(P)
Zu (p)Z22( p ) -Z ,22(p) '

l l(P )=  h\(P)~ ! 22(.P) =
— Eu(P)Z22(P) ~ E12̂ P)Z\2̂ P) ~ E22(P}Z]l(P) + En(P)Z2i(P)

Z\i(P)Z2l(P) ~ Zn(P)
-  ew(p )\-Z22(p ) + z n(p)\ -  En(p)lz n(p) + z n(p)] =

Zu(P)Z22(P)~Zu(P)
ю  -* _  10] -  22. t£ ± i ™  .  ,0 ]

p p 100

~ (p +1000X10 Р^ Й Г4Т  J ~
100 p

ПОр + Ю 4 - 1 0 p )- ^ (p  + 1000 -1000 ) 
p

p+ Jooo_ 2 1 0 1 q 4  

1C
104 -30p

I 0 p 2 + 1 0 4 p + 1 0 7 

Этот же результат операторного выражения тока 
можно получить и методом двух узлов при начальных 
условиях uc(0) = 30 В и ii_(o) = 1 А, рис. 1.42:

/д0) иАо)р1.с
,  (р) = 1 ____Ек___£___ = ! _____ Рк____ =

R —  + R + рС R R+PL + P2LRC 
pL pLR
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L i(0 ) -u c (0)pLC _ 1 (Г2 - 3 0 - К Г  -IO 4/; _ 10 --ЗОр-Ю"1
R + pL + p 2LRC 10 + 10 V  + 10 -10"4 10 2 10 V  + 10 '->  + 10 

IO4 ~30p 
10p- + 10“p + !Ô7 '

Щ0)

h(p) pL

I ш
h(p) - * —

Ф
i

■pC

uc{ 0+)

Рис. 1.42.
Упростим выражение:

10"4 -30p -З р  + ю 3 Flip)
I0/T + 104p+107 p2+103p+106 F2(p)'

2 , 1 л З  , 1 r\6где: F2( p ) = p  + 10 + 10 .

Корни уравнения: p x 2 = -500±V250000-106 =

= -500 ± V - 750000 = -500 ± у 500л/з = -500 ± ./867.

Оригинал найдем из: i2(t) = 2 Re G(Pk)_ePt'
H \pk)

Возьмём p = -500 + /867 :
/f(-500+ /867)=2 (-500+ y'867)+l 000^—1500— /2600+1000=2500-/2600 

F2'(-500+ 7867) = 2 • (-500+ /867) +1000= -1000+ /1734+1000= /1 734. 
После подстановки получаем:

2 Re 2500 _/2600 ^ ( - 500+ / 8 6 7 ) ; = 2<T5oa Re 2500-/2600 g67, 
----------------------------------------

/1734

Г

'-a

-  2<--' ' ' Re 2500v2e
/о,,-'45

1734e''90
/867/ = 2e~50Qr Rd 3^07g-yl35g/867( !

1734 J ’
: 2éf50û Re[2,08*f'nV 867'] = 2e-500' Re[2,08e>(*67'-135)] =
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=: 4,16e"500' cos(867/ -135e) = 4,16e-500' sm(867? -  45°). 

U (0 = 4,16e-500' sin(867/ -  45°).

1.6. Расчет переходных процессов с использованием 
интеграла Дюамеля.

Данный метод применяется при действии на входе 
источника питания произвольной формы. Зная реакцию 
цепи на единичное возмущающее воздействие, функцию 
переходной проводимости по T O K y g (t)  и переходную 
функцию по напряжению h ( t ) , можно найти реакцию цепи 
на воздействие произвольной формы. В основе этого 
метода лежит принцип наложения.

Применяя интеграл Дюамеля, используют переменную 
т , по которой производится интегрирование, и 
переменную t , определяющую момент времени, в который 
определяется ток в цепи.

Рис. 1.43. рис. 1 .44 .
Пусть в момент времени t = 0 к цепи с нулевыми 

начапьными условиями (пассивному двухполюснику на 
рис. 1.43) подключается источник с напряжением м(г)
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произвольной формы. Для нахождения тока i в цепи 
заменим исходную кривую ступенчатой (рис. 1.44). Так как 
цепь линейна, просуммируем токи от начального скачка 
напряжения w(o) и токи от всех ступенек напряжения до 
момента t ,  вступающих в действие с запаздыванием по 
времени.

В момент времени t = 0 составляющая общего тока, 
определяемая начальным скачком напряжения и(о), равна 
u (0)g ( t ) .

В момент времени т + Ат имеет место скачок 
напряжения А м »м '(г )Л г. С учетом временного интервала
от начала скачка до рассматриваемого момента времени t 
составляющая тока будет равна:

u ' ( j -  г -  А г ) Д г .

Полный ток i( t )  в момент времени t равен, очевидно, 
сумме всех составляющих тока от отдельных скачков 
напряжения с учетом u(())g(t), т.е.

i ( t )  = H(0)g{r) + £ i/ '(r )g (f  -  r  -  Д г) .
Заменяя конечный интервал приращения времени Ах 

на бесконечно малый, т.е. переходя от суммы к интегралу, 
запишем:

' ( О  = И( ° Ж 0  + 1 u ' ( r ) g ( t  -  г )d r .
О

С использованием интеграла Дюамеля можно 
определять также напряжение u(t). При этом вместо 
переходной проводимости g(t) будет входить переходная 
функция по напряжению h (t).
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Переходная функция по напряжению
Если линейную электрическую цепь с нулевыми 

начальными условиями подключить к источнику 
постоянного напряжения U , то между произвольными 
точками гп и п цепи возникнет напряжение: 

umn(t)=h(t)U,
где h(t) - переходная функция по напряжению, 

численно равная напряжению между точками ГП и П 
схемы при подаче на ее вход постоянного напряжения
U = 1 В-

Переходную проводимость g (t)n  переходную фун­
кцию по напряжению h(t) можно найти расчетным или

экспериментальным (ос- 
циллографирование) пу­
тями.

В качестве примера 
определим эти функции 
для цепи на рис. 1.45.

Рис. 1.45.

В этой схеме:
А  

1 - е  г

J

L
т  = —  • 

R
Переходная проводимость при Uo = 1 :

<')= R
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Переходная функция по напряжению:

(/0 С/0 U 0
Последовательность расчета переходных процессов с 

использованием интеграла Дюамеля.
1. Классическим (операторным) методом находят 

переходную функцию.
2. Вычисляют производную подынтегральной 

функции интеграла Дюамеля. Для этого сначала 
определяют производную по времени t , а затем t 
заменяют переменной интегрирования т .

3. Записывают интеграл Дюамеля с момента времени 
t = 0 до текущего момента времени.

4. Решают полученное выражение с заданными 
пределами интегрирования.

Примеры расчёта переходных процессов с 
использованием интеграла Дюамеля:

1. Рассчитать закон изменения тока в цепи R, L если

о—
R на входе цепи действует 

экспоненциальная ЭДС 
(рис. 1.46).

и(0 L Исходные данные для

о-
t расчета: u(t) = 1000с 5tB . 

R = 10 О м, L = 1 Гп.
Рис. 1.46. Определяем переход­

ную проводимость:
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1 - e L I = 0,1

v

Находим производную от u(t) :

м' (0  = - 5000е” 5'- 
Заменяем t на (r -  r )  : 

g (2- r )  = 0, l ( l - e- ,0^ ,(k ).
Подставляем полученные значения в интеграл 

Дюамеля и расставляем пределы интегрирования:

(•(/) = u (o )g (t) + j u (z )g ( t  -  r )d г =
о

100(l-e '10')-500 je“5rrfr + 500<r10f|£-5r^r =
о о

1 0 o ( l - e -IO ,)+100| е ' 5г + 100е“ 1 0 ,| е 5г = 20о (е“ 5г -  е “ 10' ]а
о О

2. Рассчитать закон изменения тока в цепи R , С если 
на входе цепи действует экспоненциальная ЭДС
и(,)=и0е~а ‘ (рис. 1.47).

о

Рис. 1.47.
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Y(t) = — е~^1 •
R

Находим производную от u(t) :

u '( t )= -a U 0e~b t ■
Заменяем t на _ т\ :

У(1-т) = - е~3(*~т)- 
R

Подставляем полученные значения в интеграл 
Дюамеля и расставляем пределы интегрирования

'(') = U 0 J  e ~S t + 1 “ a U o e ~S ‘r J  e~S ‘̂ ~Th  T =К о к

=  е - 6;  _ а %  \ e S r e - S - , e - S r d T  =  % L e - e . ,  _ f l £ o  e - 8 t \ e - T { a - 6 )d z  =

R R l  R R q

^ 0  -S-t U - 1 > Un

Определяем переходную проводимость:

- e 
R

a ^0_e- S- ' ( - - J — "0  j' = 1JSL eS - t  Г j + L -'(a -ë )  _ , )| 
R У a - S J  0 R L ^ - a i V {j

3. Определить реакцию двухполюсника, с переходной
характеристикой Y (t), на входное воздействие,
описываемое совокупностью функций (рис. 1.48).

u(t)
m

Y(t)

а)
Рис. 1.48.
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Для первого участка о < t < г, :

/(/) = и ,(0)У(|) + /и.;(г)У(г-г)</г-
О

Закон изменения тока на втором участке <t <t2 :

'(О  = “i ( ° ) y( 0 + jiuK T) y( t ~T) dr+ ! u2 (T) y( l ~T) dT-

Для третьего участка /2 < / < œ : 

i(r) = «,(0)У(/)+ ju ;(r)y(t -  z)dт + j«;(r)y(r -  r>/r -  [w2(/2)+ M302)]><
0

Xy(t ~ t2)+ f u'3(r)Y(t -  r)dr

Закон изменения тока описывается совокупностью 
решений на каждом из трех приведенных участков с 
заданными пределами интегрирования.

1.7. Метод переменных состояния.

Уравнения электромагнитного состояния определяют 
режим работы или состояние электрической цепи.

Метод переменных состояния основывается на 
решении системы дифференциальных уравнений первого 
порядка. Количество переменных состояния равно числу 
независимых накопителей энергии.

К уравнениям состояния выдвигаются два основных 
требования:

-независимость уравнений;
-возможность восстановления на основе переменных 

состояния любых других переменных.
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В качестве переменных состояния следует принимать 
потокосцепления или токи в ветвях с индуктивными 
элементами и заряды или напряжения - на конденсаторах. 
Зная закон изменения этих переменных во времени, их 
всегда можно заменить источниками ЭДС или тока с 
известными параметрами. Остальная цепь оказывается 
активной и всегда рассчитывается при известных 
параметрах источников.

При расчете методом переменных состояния 
необходимо составить систему алгебраических уравнений, 
связывающих искомые величины с переменными 
состояния и источниками внешних воздействий.

Система уравнений наиболее просто записывается в 
матричной форме записи:

X ' = AX + BU ;

Y = СХ + DU.
Здесь X  и X ' - матрицы переменных состояния ^  j, 

q(iic ) И их первых производных по времени: dys/dt, {diLjdt)\

dqjdt, (duc jd t ĵ

U - матрица источников внешних воздействий;
Y - матрица искомых величин;
А - квадратная матрица размерностью n х n (где П -  

число переменных состояния);
В - прямоугольная матрица связи между источниками 

и переменными состояния (количество строк равно п , а 
столбцов -  числу источников m  );

С - прямоугольная матрица связи переменных 
состояния с искомыми величинами (количество строк 
равно числу искомых величин к, а столбцов -  n );

I) - прямоугольная размерностью k  х m матрица 
связи входа с выходом.
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Начальные условия задаются вектором начальных 
значений Х(0)-

В качестве примера составления уравнений состояния 
рассмотрим цепь на рис. 1.49,а, в которой требуется 
определить токи i 2 и i , .

R ,  L
о— I—LT-nnnn~

и(0
t £ _

а)
Рис. 1.49.

По законам Кирхгофа для данной цепи запишем систему 
уравнений состояния цепи:

-  + ц + iy - 7  = 0, 
di.

R .i .+ L —- + и = и,
11 dt

l'c~hR2= 0'
du

где i -  с —-•
3 dt

Первые производные равны:
d u c  1 1 • Л  1 ,—— = ------- и н—  г, + 0 ■ и 4—  J  ;dt r -п с г  \

di,
CRn С С

1 Я, 1—-- = ----и 1—  и + 0 ■ J .
dt L с L L

Матрица первых производных:
Г 1 1 - -

1. -- 0 г- -
C R , С С и

и' — 2 и +с 
• t 1 R_ i

с 1
0

_J _
_ 11 _ L L  _ _ м _ _ L -

В
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Матрица искомых величин:
] Г" “ 1

ч

0

I
ОО

1

и=: U +Л. i
I

с
0  1 J

_ R 2 _ *i _ - ___ -
D

Вектор начальных значений: 

* ( ° ) = к ( ° )  '.(°)1 = j r 2 о

Непосредственное использование законов Кирхгофа 
при составлении уравнений состояния для сложных цепей 
может оказаться затруднительным. В этой связи 
используют специальную методику составления уравнений 
состояния.

Методика включает в себя следующие основные 
этапы.

1. Составляется ориентированный граф схемы (рис. 
1.49,6), на котором выделяется дерево, охватывающее все 
конденсаторы и источники напряжения (ЭДС). Резисторы 
включаются для охвата деревом всех узлов.

2 . Осуществляется нумерация ветвей графа в 
следующей последовательности: первыми нумеруются 
участки с конденсаторами, затем резисторами, 
включенными в дерево и ветви связи с резисторами. 
Последними нумеруются ветви с индуктивными 
элементами (рис. 1.49,6).

3. Составляется таблица соединений элементов в цепи. 
В первой строке таблицы (см. табл. 1) перечисляются 
емкостные и резистивные элементы дерева, а также 
источники напряжения (ЭДС). В первом столбце
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11 22 и
33 -1 0 0
44 1 1 1
J 1 0

перечисляются резистивные, индуктивные элементы 
ветвей связи и источники тока.

Таблица 1. Таблица соединений.
Заполнение таблицы 

заключается в пооче­
редном замыкании ветвей 
дерева с помощью ветвей 
связи до получения кон­

тура. Со знаком «+» записываются ветви графа, ориентация 
которых совпадает с направлением обхода контура, и со 
знаком «-» ветви, имеющие противоположную 
ориентацию.

Осуществляется расписывание таблицы по столбцам и 
по строкам. В первом случае получаются уравнения по 
первому закону Кирхгофа, во втором -  по второму.

В рассматриваемом случае i 22 = i44,

’i! Г- -'.3 + '44 '
В соответствии с нумерацией токов в исходной цепи:
du 1 / • • т\ 1 Г ис Л—~ = — (-1 , +1, +J) = — ---- £
dt C v 2 1 '  R 2

При расписывании таблицы соединений по строкам 
напряжения на пассивных элементах необходимо брать со 
знаками, противоположными табличным:

ы„ = и , , ,

' 4- i j + J
/

-и,

u - R  i.+u)- 
dt L V с 11 ’

Таким образом, формализованным способом 
получены уравнения, аналогичные составленным с 
использованием законов Кирхгофа.
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1.8. Расчет переходных процессов частотным методом.

Частотный метод расчета используется в цепях, 
входная характеристика которых представляет 
непериодическую функцию.

Непериодическая функция представляется в виде 
суммы бесконечного множества синусоидальных функций 
с бесконечно малыми амплитудами и частотами, 
имеющими все возможные значения от _ 00 до + 00.

Разложение на синусоидальные составляющие 
позволяет использовать известные методы расчета. Токи в 
цепи рассчитывают от действия отдельных составляющих 
напряжения, затем, пользуясь методом наложения, находят 
результирующий ток.

Любую несинусоидальную функцию F{o)t) , имеющую 
за полный период конечное число максимумов, минимумов 
и разрывов первого рода, можно представить в виде ряда 
Фурье:
F(tot) = А с + А, si.n(tû1 + ц/.) + А 2 sin(2cût + ц/,) + • ■■ + A k sin(ka>t + Ч\)+ • • ■ =
А 0 + В, sin rot + В ,  sin 2cot + ••• + B k sinkcot + ■•• + € ,  coscot + C 2 cos2cot + •■•

••■ + C k coskcot + • ■ ■ = A 0 + a ,  + a 2 + • ■• + a k — ,

ГДС Ak =VBk +Ck- Vk =arctg“ '
Bk

Первый член ряда является постоянной
составляющей или нулевой гармоникой. Второй член
A, sin(cot ч- vjy j ) называется первой или основной
гармонической составляющей. Остальные члены ряда 
вида Ак $т(ксо1 + ч/^  имеют частоты в целое число раз к

больше частоты основной гармоники и называются 
высшими гармоническим составляющими или 
гармониками.
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Каждую гармонику ряда Фурье после раскрытия 
синуса суммы для каждой гармоники можно представить 
синусной Bk-sinkcot и косинусной Ck coskrot
составляющими. Амплитуды этих составляющих Вк и Ск
называются коэффициентами рада Фурье.

А *

Вк
2  0  - -

б)
с*

2 0  -

т хЛ 2 3 4

- 20- 
Рис. 1.50.

Ряд Фурье можно определить, задав номера, 
амплитуды и начальные фазы гармоник или номера и 
амплитуды синусной и косинусной составляющих 
гармоник. Совокупность амплитуд А к и начальных фаз

\\)к называются соответственно ам п литудн ы м  и фазовым
ч а ст о т н ы м и  сп ектр ам и , а совокупность коэффициентов
В , и Ск - ч а с т о т н ы м  спектр ом  функции.

Непериодическая функция характеризуется 
непрерывным спектром частот. Спектры функций удобно 
изображать отрезками прямых линий, пропорциональных
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соответствующим величинам. На рис. 1.50,а,б показан 
частотный спектр амплитуд и начальных фаз гармоник 
ряда Фурье для функции:

u(t) = 10+ 20sin(500t -  л/б)+5sin(l 500t -  я/4) + 7 sin(2500t -  2тг/3) •
После разложения синуса суммы находим 

коэффициенты Вк и Ск и определяем частотный спектр 
функции (рис. 1.50,в,г).

Определение частотной характеристики входного 
напряжения получается с помощью прямого 
преобразования Фурье:

у ч +а0 „ »
F(jco) = J f(t)e “jm,dt •

-0
Комплексная функция F(jco) представляет собой закон 

изменения комплексных амплитуд гармоник в зависимости 
от частоты со, т.е. функция F(jco) по модулю и фазе 
характеризует гармонику с частотой о.

Если в функции F(jco) заменить jco на p = jco, то 
получим преобразование Лапласа:

4-сО

F(p)=  J f ( t ) e - p,dt
-0

Следовательно, преобразование Фурье есть частный 
случай преобразования Лапласа, т.е. частотный спектр 
F(jco) преобразования Фурье получается из изображения 
Лапласа F(p). Поэтому можно не производить 
интегрирования для вычисления F(jco), воспользовавшись

готовыми таблицами F (p ), заменить в выражениях F (p ) 
величину р на jco.

Пример: Найти изображение показательного 
выражения входного напряжения u (t) = U0e“6t •

По таблицам F(p) находим изображение u(t):
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Тогда, частотная характеристика U 0e 51 может быть 
представлена в виде спектральной функции:

характеристика,
где F((o) - модуль спектральной функции,
Ч „ ) = „ ,с ,^  - аргумент спектральной функции есть

фазочастотная характеристика.
Амплитудночастотная характеристика (АЧХ) и 

фазочастотная характеристика (ФЧХ) представлены 
соответственно на рис. 1.51 ирис. 1.52:

Спектральную функцию F(jra) можно представить и в 
алгебраической форме. Домножим числитель и 
знаменатель на сопряженное значение (Ô-jco).

= - есть амплитудно-частотная

а ,

Рис. 1.51. Рис. 1.52.

У. и  (a>) + j U 2(со) 
8 +со

U „со
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На рис. 1.53 представлен график спектральной 
функции [3].

Для определения частотной характеристики находят 
комплексное сопротивление цени. Зная комплексное 
сопротивление Z(jco) как функцию частоты можно 
получить частотную характеристику тока в цепи:

Рис. 1.53

/( jco) = V^ (Ü) = u (v)e J a ^  = U(P}_ g j[a(co)-(p{(o)) = !UoJ a i ^  =
Z(»  z(a)ej m  2(<у)

=/(ft>) cos «,■(&>)+j l ( a> )s 'm  a (<ü)=/j(ü>)+j l~ , ( c ) ) .

Полученное выражение отображает закон Ома в частотном 
виде.

Располагая графиками /(/у) и «■,(&>) можно 
определить закон изменения тока в функции времени /(/)■ 
Для этого необходимо воспользоваться одним из 
следующих способов перехода из частотной области в 
область реального времени:

• таблицами изображений;
• теоремой разложения;
• обратным преобразованием Фурье:
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1 +СС!
/(;) = - — j I { j c j ) e J (0  da>- 

i n
—  00

ИЛИ
I +0C l+oo

K ') = “  J/(<y)cos[ffiT ~a.(ru)]d® = — I [/, ((y)costtr -/,(«)sinar]da).
'т o ' * o 1 2

Из изложенного получаем алгоритм расчета 
переходных процессов частотным методом.

1) Для исходной схемы составляется эквивалентная 
комплексная схема.

2) С помощью известных методов расчета для 
линейных цепей в установившемся режиме 
определяются частотные спектры токов и 
напряжений.

3) По частотной характеристике, например, тока

Z (jco )

с помощью таблиц изображений или теоремы 
разложения определяют функцию времени i(t).

Достоинство частотного метода заключается в том, 
что он может быть использован для электрической цепи, 
практически, любой сложности.

1.9. Сравнение различных методов расчета 
переходных процессов в линейных электрических 
цепях.

Сопоставим достоинства и недостатки расчета 
переходных процессов классическим методом, различными 
вариантами операторного метода и методом интеграла 
Фурье (частотным методом).

В цепях с характеристическим уравнением первой или 
второй степени расчет можно производить любым
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методом. Классический метод в этих случаях даже 
несколько проще. Чем выше степень характеристического 
уравнения, тем больше уравнений нужно решать совместно 
при определении постоянных интегрирования, тем больше 
трудности расчета при пользовании классическим 
методом. Для разветвленной цепи с характеристическим 
уравнением выше четвертой или пятой степени расчет 
классическим методом является достаточно сложным.

Таким образом, если степень характеристического 
уравнения выше четвертой - пятой, классическим методом 
пользоваться менее целесообразно, а нужно пользоваться 
одним из вариантов операторного метода.

Переходя к операторному методу, сравним два 
варианта - расчет переходных токов по теореме 
разложения и расчет свободных токов по их 
изображениям.

При расчете операторным методом не нужно 
определять постоянные интегрирования из начальных 
условий решением какой-либо системы уравнений. 
Кроме того, при расчете изображений в эквивалентных 
операторных схемах можно пользоваться всеми ранее' 
известными методами расчета цепей при установившихся 
режимах. Эти два момента и определяют достоинства 
операторного метода. К недостаткам операторного метода 
можно отнести сложность вычисления слагаемых по 
теореме разложения. Из-за наличия внешних э.д.с. 
усложняются многочлены /^(р) и Кроме того,

все изображения усложняются за счет внутренних 
(расчетных) э.д.с. L i(0 ) и мс(0)Д>.

При расчете операторным методом в эквивалентную  
операторную схему для свободных токов внешние э.д.с.
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не входят, что существенно упрощает изображения токов 
и напряжений. Для определения внутренних э.д.с. 
необходимо знать режим до коммутации и принужденный 
режим после коммутации. Поэтому, рассматриваемый 
вариант операторного метода применим в тех случаях, 
когда внешние э.д.с. имеют простую форму изменения 
(гармоническую, экспоненциальную, постоянную) и 
принужденные токи сравнительно легко найти.

Расчет переходных процессов методом интеграла 
Фурье очень близок к расчету операторным методом. 
Метод интеграла Фурье целесообразно применять для 
расчета, если в заданной системе уже применяются 
частотные методы, аналитическим аппаратом которых 
являются преобразования Фурье, а так же при 
приближенном расчете переходных процессов, когда 
амплитудная и фазовая частотные характеристики 
входного сопротивления получены экспериментально.

В этих случаях метод интеграла Фурье имеет 
преимущества перед операторным методом. Получив 
экспериментально характеристики входных или 
взаимных проводимостей, и, найдя частотный спектр 
E (jco ), можно графически найти частотный спектр тока

i(jco ) и построить его вещественную или мнимую
частотные характеристики. Далее можно приближенно 
рассчитать переходный процесс.

Если напряжение на зажимах пассивного 
двухполюсника дано кусочно-аналитической кривой, 
расчет целесообразно вести при помощи формул Дюамеля. 
При этом переходная проводимость g ( t )  или переходная

функция y ( t )  находятся одним из известных методов.
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При пользовании любым из указанных методов можно 
задачу расчета переходных процессов с ненулевыми 
начальными условиями свести к задаче с нулевыми 
начальными условиями. Целесообразность этого метода 
определяется для каждого конкретного расчета.

Операторный метод и метод интеграла Фурье 
весьма широко применяются в теории 
автоматического регулирования и при расчёте 
переходных процессов в электрических машинах, при 
расчете переходных процессов в цепях с распределёнными 
параметрами. Классический метод во всех этих случаях 
почти не находит применения.

2. Электрические цепи с распределенными параметрами.
2 .1.Первичные параметры однородной линии.

Любая двухпроводная линия представляет собой 
линию с распределенными параметрами. Параметры любой 
линии зависят от распределения сопротивлений, 
проводимостей, индуктивностей и емкостей по длине, 
линии. В некоторых линиях, которые не обладают большой 
протяженностью, или, у которых /<А (A-длина волны) эти 
параметры не учитываются -  это линии с 
сосредоточенными параметрами.

В теории электрических цепей применяется термин 
«длинная линия». Длинной линией называется линия, 
длина которой много больше длины электромагнитной 
волны напряжения (тока). К таким линиям относятся 
различные воздушные и кабельные линии из области 
энергетики, проводной связи. Использование 
электрических линий различных конструкций и назначения 
характерно и для железнодорожного транспорта. Это
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контактная сеть электрифицированных участков железных 
дорог, питающие эти участки высоковольтные линии 
электропередачи, рельсовые пени, линии автоблокировки, 
воздушные линии и кабели связи.

Протяженность линий оказывает существенное 
влияние на протекание в них электромагнитных процессов. 
Поэтому, основные соотношения и уравнения линий 
содержат две независимые переменные -  время и одну 
пространственную координату.

Модель двухпроводной однородной линии является 
простейшим представителем рассматриваемого класса 
цепей. При помощи подобных моделей можно изучать 
процессы в воздушных линиях электропередачи и 
электросвязи, в силовых и телефонных кабелях. 
Соотношения и закономерности, установленные для такой 
цепи, могут быть в случае необходимости перенесены на 
другие типы линий.

При расчете линии с распределенными параметрами 
необходимо учитывать все сопротивления, существующие 
по всей длине линии. Эти сопротивления определяются 
первичными параметрами длинной линии. К ним относятся 
продольные - сопротивление Ro, индуктивность Lo и 
поперечные - емкость Со и проводимость Go, задаваемые на 
единицу длины линии (рис. 2.1). Для большинства линий 
эти параметры задаются на километр длины: Ro, Ом/км; Lo, 
Гн/км; Со, Ф/км; Go, См/км [4].

Активное продольное сопротивление Ко цепи 
обусловлено тепловыми потерями в проводах с учетом 
поверхностного эффекта и эффекта близости.

Индуктивность цепи Lo определяется магнитным 
потоком, который сцепляется с контуром тока.
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Рис. 2.1.

Емкость цепи Со определяется емкостью между 
проводами, а также емкостью этих проводов по 
отношению к земле и другим соседним проводам.

Поперечная активная проводимость Go обусловлена 
несовершенством изоляции, проводимостью изоляции и 
диэлектрическими потерями, возникающими в ней.

Наличие поперечной проводимости и емкости между 
проводами обуславливают наличие утечки через изоляцию 
(например, гирлянды изоляторов) по всей длине линии. У 
воздушных линий такой изоляцией является воздух. Ток 
нагрузки /„ из-за такой утечки не равен входному току iex. 
Кроме того, фазы напряжений и токов изменяются вдоль 
линии, что также требует учитывать их в расчетах [4].

2.2. Дифференциальные уравнения длинной линии.

Напряжение и ток в линии являются функциями /двух 
независимых переменных: пространственной координаты 
х, определяющей место от начала линии и времени t, 
определяющего время прохождения волны до этого места 
линии. Направление координатной оси х совпадает с 
направлением оси линии.

Рассмотрим процесс передачи электромагнитной 
энергии по линии, когда источник и приемник имеются на
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обоих концах линии, т.е. найдем распределение тока в 
линии i(x,t) и напряжения между проводами u(x,t).

Разобьем однородную линию на отдельные участки 
бесконечно малой длины Ах со структурой, показанной на 
рис. 2 .2 .

Рис. 2.2.
Выберем положительное направление тока в линии 

слева на право и условимся называть «началом» линии 
левый конец , а «концом» линии -  правый конец.

Предстазим рассматриваемый элементарный участок 
линии Лх, находящийся на расстоянии х от начала в виде 
последовательно включенных сопротивления RAx и 
индуктивности LA.X и параллельно включенных активной 
проводимости G Ах и емкости С Ах.

Обозначим:
и -  напряжение между верхним и нижним проводами 

в начале элементарного участка Ах;
ди . .—  Да- - приращение напряжения на участке Лх;
дх

i -  ток в начале элементарного участка Лх;
di— Лх - приращение тока на участке Лх.
дх
Выражения записаны в частных производных, так как 

ток i и напряжение и являются функциями двух 
переменных: времени t и пространственной координаты х.
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Для контура 1234 и узла 3 схемы на рис. 2.2 по 
законам Кирхгофа можно записать:

. d i du 
и = RAxi + L A x—  + и + —  Дх;

dt
di

i = Ai + i -f—  A ï  ;
dx

где A i  - суммарное значение тока через поперечные 
сопротивления;

ди
Ai = GAx| и н----- Ах | + С Ах— | и +

дх
д (  ди

Ах
dt\ дх

После подстановки Ai в уравнение токораспределения 
на участке Ах получаем:

di
дх

du
i = i-1---- Ax + GAx и + —-А х  + CAx—! и н-----Ах •

Эх
du

d t' dx
duВыделив из обоих уравнений слагаемые : ----- Ах и
дх

- — Ах, и, поделив обе части уравнений на Ах, получаем
дх

систему уравнений:

= 1, 
dx dt

d i du  ̂ du d  (  du
------ = Gu + С -------h G — - dx + С  —  —  dx

dx dt l  dx dt v dx

Составляющие в квадратных скобках представляют 
собой величины второго порядка близкими к нулю, 
которыми можно пренебречь. Полученная система 
уравнений в частных производных представляет собой 
уравнения длинной линии с распределенными 
параметрами.
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i. дх ot
Независимыми переменными в этой системе являются 

время t и пространственная координата х, совпадающая с 
направлением линии. Эти дифференциальные уравнения 
описывают волновые процессы в линиях. Решение этих 
уравнений дает функциональные зависимости напряжения 
и тока в линии от переменных х а  t.

Уравнения (2.1) могут быть решены однозначно при 
использовании начальных и граничных условий. 
Начальными условиями буду!’ значения напряжения и тока 
в начале или в конце линии в момент времени, принятый за 
нуль. Граничные условия определяются связями между 
напряжением и током в начале или конце линии, 
зависящими от заданного режима работы линии [4].

2.3. Синусоидальный режим в однородной линии.

При периодическом режиме под воздействием 
приложенного к линии синусоидального напряжения в 
любой точке линии напряжение и ток изменяются 
синусоидально с частотой источника. Обозначим 
комплексные действующие значения напряжения и тока на 
расстоянии х от начала линии через U -  U (х) и / = 1 (х ) .

Мгновенные значения тока и напряжения при 
заданной частоте со:

/ = Im sin(ft)/ + <Р')=> î  = IeJ<'M+<Pi) ;
и - U m sm ((ot + (/)„)=> U = № Л Л + Л ).

Произведение двух множителей, один из которых 
представляет собой функцию времени f(t), а другой -



функцию расстояния fix ) позволяет перейти от частных 
производных к простым.

Подставив в (2.1) вместо мгновенных значений 
напряжения и и тока i комплексные значения напряжения 
Ù и тока / получим систему уравнений:

-  — = {R + j a L ) ï  = ZÎ,
dx J ’  ( 2 .2 )

-  —  = (G + jaC )Ù = Y Ù ; 
dx

где R + jcoL - комплексное продольное сопротивление 
на единицу длины линии,

G + jœ C  - комплексная поперечная проводимость 
на единицу длины линии.

Продифференцировав первое уравнение системы (2.2) 
по х и, подставив в него второе уравнение системы, 
получим уравнение относительно напряжение U :

J2 т‘т
= (R + jœL){G + jcoC)Ù • (2.3)

dx
Аналогично, продифференцировав второе уравнение 

системы (2 .2) по х и, подставив в него первое уравнение 
системы получим уравнение относительно /:

~ТТ -  (R + jû>LXG + jcoC)ï ■ (2.4)
ах

Квадратный корень из комплексного множителя, 
известно как уравнение Гельмгольца и представляет собой 
комплексное число:

у  = yj(R + jcoL)(G + jcoC) = a  + jj3  , (2.5)
где y - коэффициент распространения электро­

магнитной волны вдоль линии.
После подстановки коэффициента у в уравнения (2.3) 

и (2.4) получим:
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d 2Û 2т'г d 21 2 г /о /сл
l s = y L  <26)

Каждому из уравнений (2.6) соответствует 
характеристическое уравнение:

р 2 -  у 2 -  О, имеющее корни р { - - у  и р 2 = У . 
Уравнения (2.6) представляют однородные линейные 

дифференциальные уравнения второго порядка. Решение 
первого из них имеет вид:

= + А1е1*, (2.7)
где Ai и А2 - постоянные интегрирования, которые 

определяются из граничных условий.
Чтобы получить решение для тока, используем первое 

уравнение системы (2.2), которое после подстановки (2.7) 
дает:

у(Ахе~* -  А2еА) = (R + jcoL)i, откуда

/ = ------ Г------- (À xe-* ~ A 2e fx)=  - А ^ ) ,
(R + jcoL) 1 2 \ R + jw L 1 2

или: / = (2 .8)

где z  = / + j aL). - величина, называемая волновым
I (G + jcoC) 

сопротивлением.
Полученные выражения (2.7) и (2.8) образуют 

систему уравнений:
U = À,e->* +À1e rx,
. i . (2-9)

В

Подставив (2.5) в (2.7) получим:
Ù = 'Ахе - т е - т  + Аге юе т  ; (2.9,а)
Подставив (2.5) в (2.8) получим:
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:2̂1dlh— sin(«f + <p„ -  px - <pB) -  ( 2 .  1 1 )

} - ± (л1е ~ е - » - л 1е -е '* )  = ± (2-9,5)
z, z B zB

где у и Zg - вторичные параметры длинной линии [4 ]. 
Для перехода от комплексов к функциям времени
домножим выражения (2.9,а,б) на j 2 e J0>!. Взяв от 
произведения мнимую часть, получим выражения для 
мгновенных значений напряжения и тока в точке х :
ф ,0 = 1т^Ц е^е-л3ге/йг =V2|̂ |e"4nsin^r + % -/*)+ j
+V2| Д  |е“  sin(af + + Д-),

I z z
л/2Ы2 le" .
--- !---1--- Sin(ü>r + ̂ >0 + /for -  (PB ),

В уравнениях (2.. 10, 2.11) комплексные значения 
постоянных интегрирования Àx, À2 и волнового 
сопротивления заменены на соответствующие модули и 
аргументы: Àx = А е̂1*’ , À2 -  А2е}ф", Ze = zei<p 
где A] , A2. z - модули, <рп, <ра , çe, - аргументы комплексных 
величин Ах, Â2 и Zg.

Таким образом, мгновенное значение напряжения в 
любой точке состоит из двух функций. Рассмотрим вначале 
первую из этих функций.

Если считать точку х фиксированной и рассматривать 
изменение напряжения в данной точке в зависимости от 
времени, то первая составляющая выражения (2 .10) 
представит собой синусоидальную функцию с постоянной 
амплитудой.

Если же считать момент времени t фиксированным и 
рассматривать изменение мгновенного напряжения вдоль 
линии (т.е. в зависимости от х), то получим затухающую 
синусоидальную волну напряжения, амплитуда которой
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л/2|л1|е'от: убывает с ростом х, т.е. по мере удаления от 
начала линии к концу.

Величина а  , характеризующая изменение амплитуды 
волны на единицу длины линии, называется 
коэффициентом затухания; величина (5 , определяющая 
изменение фазы на единицу длины линии, называется 
коэффициентом фазы.

Убывание амплитуды волны вдоль линии 
обусловлено потерями в линии, а изменение фазы -  
конечной скоростью распространения электромагнитных 
колебаний.

Оба этих коэффициента а  и /? входят в 
комплексный параметр у  = а  + j p , который, 
следовательно, характеризует распространение волны 
напряжения и тока вдоль линии.

Прямая и обратная электромагнитные волны.

На рис. 2.3 символом X обозначена длина волны 
напряжения, равная расстоянию между двумя точками 
линии, в которых фазы рассматриваемой слагающей 
напряжения различаются на 2л. Следовательно,
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[at + cp„ -  fix]-[at+  <p„-p{x + Л)] = 2к, откуда Л = ~ .  (2 .12)

Полученная формула выражает зависимость, 
существующую между длиной волны и коэффициентом 
фазы линии.

На рис. 2.3,а изображены волны напряжения, 
соответствующие двум следующим друг за другом 
моментам времени: tj и tj.

С течением времени волна перемещается от начала 
линии к ее концу; она носит названия прямой или 
падающей волны.

Скорость перемещения падающей волны вдоль линии 
называется фазовой скоростью, которая определяется как 
скорость перемещения точки, фаза колебаний которой 
остается постоянной. Это условие записывается для 
прямой волны в виде:

cot + <//,- fix = const, откуда — (fût + <//, -  fix) = 0 -
dt

Следовательно, — = v= -~ - (3.12)
dt ф p

Аналогичное исследование второго слагаемого 
выражения (2 . 10) показывает, что для произвольного 
момента времени оно представляет синусоидальную волну,
амплитуда которой V2 |̂ 2jeœ возрастает с увеличением х,
по мере удаления от начала линии к ее концу. Т. е. волна 
перемещается от конца линии к ее началу рис. 2.3,6. Такая 
волна называется обратной или отраженной волной.

Фазовая скорость обратной волны получается равной
Уф = — ~  ; знак минус указывает, что обратная волна

движется в направлении, противоположном направлению 
прямой волны.
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Итак, мгновенное напряжение можно рассматривать 
как сумму двух волн, движущихся в противоположных 
направлениях, причем каждая из этих волн затухает в 
направлении движения.

Таким образом, каждое слагаемое выражений (2.10, 
2.11) представляет собой бегущую волну. Причем, одна 
волна распространяется в сторону возрастающих значений 
х (от источника к приемнику) и называется прямой или 
падающей волной, другая движется в сторону убывающих 
значений х (от приемника к источнику) и называется 
обратной или отраженной электромагнитной волной.

Для определения токов и напряжений любой в точке 
линии на расстоянии х от ее начала необходмо найти 
постоянные интегрирования Ах и Л2.

Возвращаясь к уравнениям (2.7) и (2.8), запишем 
уравнения прямой и обратной волн в комплексной форме:

ü ^ ù .+ ü ,- ,  / = ^ - ^ = / „ 4 ,
В В

где Ü„ = Àxè 'n ; Ü0 = À2е'л .
Знак минус перед отраженной волной тока определяет 

движение электромагнитной волны в обратном, 
относительно падающей волны, направлении.

Напряжение и ток прямой и соответственно обратной 
волн связаны законом Ома:

Это соотношение объясняет смысл волнового 
сопротивления, как сопротивления, которое оказывает 
линия падающей и отраженной волне.
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Определение постоянных интегрирования А; и А? 
осуществляется по известным или заданным граничным 
значениям напряжения и тока.

Обозначим через £/, и /, комплексы напряжения и 
тока в начале линии, а через Ù2 и /2 - в конце линии.

Если заданы С/, и /,. то система уравнений для 
определения Â, и Л2 записывается при х=-0: 

и\ = + À ,
1 ( А - а2),

или

Складывая первое и второе уравнения системы, 
находим постоянную интегрирования А/. Аналогично, 
вычитая из первого уравнения системы второе находим 
постоянную интегрирования А2 '.

4 = 0 .5(f/1 +/1ZB), 4  = 0.5(t/j -/ ,Z B)
При подстановке постоянных интегрирования в 

систему уравнений (2.9) получаем соотношения:
'ù  = 0,5({/, + ï iZt )e~YX + 0,5(С/, -/ ,Z B)e>*;
• 0 5 • 0 5 • (2-14)
/ ^ (Е / , +/1Z>-* -  -^-(1/, -/,zBK .

Сгруппировав члены в правой части, запишем 
систему (2.14) в следующем виде:

U = 0,5С/, («?* + ) -  0,5IZB {еп -  е“рт ),

i  = 0 ,5 il (erx +е~:* ) -
0,5(7”, (2.15)

Полученные выражения позволяют определить 
комплексы напряжения и тока U  и 1 в любой точке линии

по значениям С/, и /, в начале линии. Координата х в этом 
случае отсчитывается от начала линии.
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Заменив выражения в скобках через гиперболические 
функции, получим уравнение длинной линии в 
г иперболической форме:

0,5(еа +e~°) = cha, 0,5(е° ~ в~и) = sha. (2.16)
С учетом равенств (2.16) выражение (2.15) примет

вид:
IJ = U\chyx -  i ,Z Bshyx,

■ . О (2-17)
I -  l xch)%---- -shyx.

2 в
Система уравнений (2.17) является уравнениями 

длинной линии с гиперболическими функциями.
При известных параметрах нагрузки U2 и /2 

координата х отсчитывается от конца линии. Для 
получения расчетных соотношений достаточно в (2.14) 
величины £/, и /, заменить на U2 и /2, а переменную х на 
соотношение 1-х-у, где у  -  расстояние от конца линии, 1 -  
длина всей линии. В результате получим:

0(1  - X)= Ù (y) = 0.5(7/, + h z J e "  +0.5(1)2 - i , Z t )e~n\
J. . 05 . 05 • • <2Л 8>/(/ -  X) = 1{у) = + /2ZB )e'y - ~ ~(U 2 -  I . Z J e » .

В в

Выражения (2.18) позволяют определить напряжение 
и ток в любой точке линии по известным величинам Ù2 и 
12 в конце линии.

Сгруппировав члены в правой части, запишем 
систему (2.18) в следующем виде:

0 (у )  = 0.5ü\(e№ +е + 0 .S i2ZHte№ - е " ) ,

' /(у) = 0.5/2(е* + e 'ry) + - 5- ^ ( e »  - e ' №).

Использовав преобразования для гиперболических 
функций (2.16) получим:
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I z ,
Система уравнений (2.19) является уравнениями 

длинной линии с гиперболическими функциями с 
координатой у  от конца линии [4].

3.4. Вторичные параметры однородной линии.

Коэффициент распространения у и волновое 
сопротивление ZB являются вторичными или 
характеристическими параметрами длинной линии.

Вторичные параметры выражаются через частоту и 
первичные параметры линии.

Раскроем выражение (2.5):
у = -J(R + ja>L)(g + jû)C) = yj~Rg -  ccrLC + jco(Lg + CR) = a  + jft 

Откуда следует: 
a 2 + j l a p  - 0 1 = R g -  co2LC + jco(Lg + CR), 
a 2 -  ( i1 -  Rg -  co2LC, 2a[3 = coLg + coCR.

Совместное решение этих уравнений дает 
возможность определить коэффициент затухания:

а  = Rg -  со2LC + -J(R2 + œ2L2)(g 2 + со2С 1) 

и коэффициент фазы:

^й)2 LC -  Rg + iJ (R2 + a 2L2) ( g 2 +су2С2) j  .

Выражение коэффициента распространения через 
напряжение (ток) позволяет получить действующие 
значения a и ft [4].

Для коэффициента затухания:



[/„(*) = £/„,*>*; Ù0{x) = Ù0Xe » .
Запишем комплексы прямой волны напряжения для 

начала и конца линии:
Ûla =UmeT- Ùln =Ume ” .

Отношение этих величин
VxJÙ2li =е*+п' =ег{х+у) = 6*

позволяет выразить коэффициент распространения в 
следующем виде:

у — —]ц -г—— • ( 2.20)
I и  2п

Для коэффициента фазы:
TJ -T J Т'Т -T J pJfli*

In In > 2п u 2 n e  5

где Ui„ и U2„ -  действующие значения прямой волны 
соответственно в начале и конце линии, а /?/„ и /?2„ -  
соответствующие фазы. С учетом этих значений из (2.20) 
получаем:

r  = a  + jp  = -\ny^- + j - ( p [n- Р 2„).
I U 2п I

Откуда следует:

а = у 1п ^ ,Н п / к м ; p  = U pXn- p 2n), рад/км. (2 .2 1 )
* 2/7 *

Полученные формулы показывают, что коэффициент 
затухания характеризует изменение действующего 
значения (амплитуды) напряжения на единицу длины 
линии и измеряется в неперах на километр. Коэффициент 
фазы р определяет изменение фазы в радианах на единицу 
длины линии.

В практике часто коэффициент затухания а  измеряют 
в децибелах на единицу длины и вместо (2.21 ) используют 
формулу:
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•i Î r
a  = - 20In——, дБ/км или дБ/м. (2.22)

Произведение a t  при наличии только прямых волн 
трактуется как собственное затухание линии, поскольку 
оно вызывается параметрами только самой линии.

В соответствии с (2.21) и (2.22) собственное 
затухание линии можно определять по формулам:

a i = în ^ ü , Нп или cd = 20 In — , дБ.
U, Ь\2 п  2 п

Между непером и децибелом существуют 
соотношения:

1 Нп = 8,7 дБ; 1дБ = 0,П 5Н п.
Произведение

Р 1 = А„р - P l n p

представляет собой изменение фазы прямой волны 
напряжения (тока) на длине линии.

Волновое сопротивление линии является 
комплексной величиной:

7 (Д + fa>L) jç

Z' l ( F ^ Q =ze ’
где z -  модуль комплексного (полного) 

сопротивления,
(рв -  аргумент волнового сопротивления ZB

Волновое сопротивление определяет отношение 
между комплексами одноименных волн напряжения и тока 
в любой точке линии:

2 Л М .  z
L(x) ’ * /обрМ '

В случае однородной линии эта величина не зависит 
от координаты х, т.к. по всей длине линии является 
величиной постоянной.
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2.3. Входное сопротивление линии и коэффициент 
отражения.

Z. '

При исследовании процессов в длинной линии 
необходимо знать входное сопротивление линии. Под 
входным сопротивлением линии Zex понимается 
сопротивление двухполюсника, которым можно заменить 
линию вместе с приемником на ее конце при расчете 
режима в начале линии.

При питании линии от идеального источника 
напряжения известно входное напряжение линии, а 
входной ток находится расчетом. Напряжение Ùx и ток 
/, связаны между собой через входное сопротивление:

ч±
л

Рассчитать Zex можно и на основе соотношений (2.19). 
если принять, что у  = / и разделить первое уравнение на 
второе:

■7 Ь'| Ù7chyl + i 2Zcshy! (2.23)
/ " r< / ~ ■ ü

1 ! }chyl + —-s h y  I
Z,

Разделим числитель и знаменатель уравнения (2.23) 
на ток / ,. Так как отношение U2 / /2 есть сопротивление 
нагрузки Z,, получим:

clryi + Z jh y i
z  Z '  = z  Z 'C h ji + Z 'Shyl _ z  ZK+ Z tw . (2.24)

“ ” '■-7 U J  '  Z 'Chyl + Z jh y l  B Z B - Z jh j i  '
Zachyl + r - s h y i  " 0

Формулу (2.24) можно упростить, применив 
выражение (2.16):
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После деления числителя и знаменателя полученного 
выражения на сумму сопротивлений ZH + Ze приходим к 
окончательному выражению [4]:

Для определения соотношений падающих и 
отраженных волн запишем систему уравнений прямых и 
обратных волн напряжения и тока в комплексной форме 
для конца линии:

Комплексные значения отраженных волн тока и 
напряжения равны:

Откуда, определяем зависимость между падающими и 
отраженными волнами:

1 0  -  I П  2 ^  о  — ^ В  (  /7 ^ 2 ~ ) ^ В ~ ^ П  ^ 2 ^  В

Тогда:
ù2 = i 2zH = ип + ù0 = ù„ + ùn - i 2z B = 2ùn ~ i2zB.

Находим ток /2 и напряжение Ù2 в конце линии:

Z „ + Z R п Z H+ Z ;

2Ù„ZH .у 2ÙnZH Ùn (ZH +ZB) _
r y  , ~  П  ~  r r  , r j  "

Или Ü0 = n ■ Ün ,

где n -  ~ ' - комплексная величина, которая (2.2:5)
Z u + Z
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называется коэффициентом отражения.
Физически это есть отношение комплексов обратной 

(отраженной) волны напряхсения к комплексу прямой 
(падающей) волны в конце линии. Такое определение 
следует из соотношений (3.17). Если принять в первом 
уравнении {Ъ.\1)у = 0 ,т о  можно записать:

Ï L -Z
n = ̂  = ‘ z „ - z B (2.26)

ù 2nv 0,5( ù 2 + i 2z~) û 2 + z  ZH + ZB
h  *

Кроме коэффициента отражения в физике волн 
рассматривается коэффициент преломления т ,  который 
определяет степень преломления электромагнитной волны 
через любую неоднородность.

Модуль коэффициента отражения в основном 
принимает значения от нуля до единицы. Только в случае 
чисто индуктивной нагрузки при хн » R „  вычисления по 
формулам (2.25) и (2.26) дают значения |и , превышающие

единицу. Значение |и| = 1 реализуется в режимах холостого
хода и короткого замыкания линии. В режиме холостого 
хода Z„ = да, поэтому п -  1. Подставляя в уравнение (2.24) 
ZH = ос, получим:

Z хх ~  ZgCthyi .

При коротком замыкании Z„ = 0 и коэффициент 
отражения принимает значение п =-1. Подставляя в 
уравнение (2.24) ZH= 0, получим:

Z  кз =  Zgthyi .
Параметры холостого хода и короткого замыкания 

используются для вычисления вторичных параметров 
длинной линии:
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В частном случае, когда Z//= Zb, т . е. сопротивление 
нагрузки равно волновому, коэффициент отражения п -  0 . 
Этот режим характеризуется отсутствием отраженных волн 
напряжения и тока и называется режимом согласованной 
нагрузки.

В режиме согласованной нагрузки имеет место 
равенство:

0  =7 7  - 1 7и 2 2 Н 1 7 ^ В ,

Поэтому соотношения (2.17) принимают вид:
'Ü (y) -  0.5(Ü2 + Ï^ZB)en' = Ù,e*\

0 5 /  (2-27)
I (У) ~ W г + /2Zï )e>y = l 2e№.

В

Из соотношений (2.27) видно, что обратные 
(отраженные) волны напряжения и тока отсутствуют:

Ü(y)=- -Ù2np= Ü 2e»' ,  0 2О = 0 ;

Н у) -  L P = = Uf e -  = /2е - , /20 -  0 .

Отсюда следует:

*L = 4i  = 4 ± = 7
1 /2 /,

Входное сопротивления линии Z b x  в  э т о м  режиме 
равно волновому Z,(.

Приняв в (2.27), чтоу —1, запишем:
Ь\ = 1 )У  ; /, =
Для действующих значений:
ü\ = ; /, = /2е“ .

Запишем выражения для активных мощностей ка 
входе и выходе линии:
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/, = UlI l cos (рв ; P2 = f/2/2 cosipfi.
В обеих формулах в качестве угла сдвига фаз 

выступает аргумент волнового сопротивления, поскольку
Zbx~ Zh - ZB.

Отношение активных мощностей представляет собой 
коэффициент полезного действия линии.

Д  = Ц 212 c o s y  в _  U J 2 CO S(pfi_____= _____с у , ____  =  2Ы

Р, с у , cos (Рв ~ и 2еы ■ 12еы ■ cos (рв U2eal ■ 12еы
Согласование различных нагрузок в линиях связи и 

радиотехники осуществляется в зависимости от кон­
кретных условий с помощью различных согласующих 
устройств: трансформаторов, пассивных и активных четы­
рехполюсников. отрезков линии при высоких частотах [4].

2.4. Линии без искажений.

Любая линия в той или иной мере искажает 
передаваемый по ней электрический сигнал. Форма 
импульсов напряжения (тока) не будет одинаковой в 
начале и в конце линии.

Передаваемый сигнал искажается если линия не 
находится в режиме согласованной нагрузки. Имеют место 
отражение сигнала в начале и в конце линии; отраженные 
волны, накладываясь на передаваемый сигнал (прямую 
волну), изменяют его форму.

Вопрос согласования усложняется тем, что условие 
Zh=Zb может быть выполнено только на одной частоте. 
Импульсные сигналы имеют широкий спектр частот, 
следовательно, в общем случае полное согласование 
невыполнимо.
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Вторая причина искажения передаваемых 
электрических сигналов состоит в зависимости параметров 
линии от частоты.

Первичные параметры линии R0, Lo, Go, Со 
изменяются с увеличением частоты из-за влияния 
поверхностного эффекта. Волновое сопротивление линии 
ZB и коэффициент распространения у тоже зависят от 
частоты.

Совокупность указанных факторов определяет 
амплитудно-фазовые искажения передаваемых по линии 
электрических сигналов. Неодинаковое затухание на 
разных частотах создает амплитудные искажения, а 
неодинаковая скорость волн на разных частотах -  фазовые 
искажения.

Неискаженной передачей электрического сигнала 
называется такая передача, при которой форма сигнала в 
начале и в конце линии одинакова.

Для неискаженной передачи требуется, чтобы 
коэффициент затухания а  не зависел от частоты, а 
коэффициент фазы (3 был прямо пропорционален частоте; в

последнем случае фазовая скорость уф =— получается не

зависящей от частоты.
В теории цепей с распределенными параметрами 

существует понятие неискажающей линии, т.е. линии, у 
которой коэффициент затухания и фазовая скорость не 
зависят от частоты. Это линия, которая находится в 
режиме согласованной нагрузки, а ее параметры 
удовлетворяют определенному условию. Последнее 
сводится к равенствам:

R0C0 = G0L0 или A  = A l. (2.28)
Gn G„
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Эти равенства называются уравнением Хэвисайда, 
они установлены в 1893 году.

При выполнении равенства (2.28) получаем 
выражение для: волнового сопротивления в следующем
виде [ 4 ] : ______ _____________ ______ _ _

До 4 _ I Др ' ! Gq ^ j Rq j RqGq + J g)RqCq
\G„ + y fflC-o \ G0 + j(üG J^  / Rq ]j G0  ̂R,G0 + jcüGqLo

С учетом (2.28): Ze = 1 ^ - = p . .  (2.29)
G0 V C0

Коэффициент распространения после аналогичных 
преобразований равен:

с,
i +№-р G,

У = Ж  + j(oL0)(G0 +jcoC0)  = +

= %/Дос'о 1 + У©~-l = V̂ oGo + J a L o J h f -  = 4~R o G o + j {VJ у ° :
\ J V V о

= +  / W Â Â = « + JP- (2-3°)
Откуда, коэффициент затухания: 
а  = - не зависит от частоты.
Фазовая скорость через коэффициент фазы 

Р  = сач]ь0С0. и первичные параметры:

(/ _ _ 1 - не зависит от частоты.
* fi VÀA

Волновое сопротивление неискажающей линии 
получилось, как видно из (2.29), тоже не зависит от 
частоты, т.е. является действительным числом. 
Следовательно, упрощаются вопросы согласования с 
линией нагрузок, имеющих активные входные 
сопротивления.

Для устранения искажений, вызываемых несогласо­
ванностью сопротивления приемника с сопротивлением
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линии, т. е. во избежание возникновения отражений на 
приемном конце, сопротивление приемника должно быть 
равно Zb■ Коэффициент полезного действия линии имеет в 
этом случае наибольшее значение, равное е~2Ы, как в 
линии при согласованной нагрузке.

Постоянство коэффициента затухания обеспечивает 
одинаковое относительное изменение амплитуд всех 
гармонических составляющих передаваемого сигнала. 
Линейная зависимость коэффициента фазы от частоты 
является непременным условием для неискажающей 
передачи сигналов в четырехполюсниках и линиях.

Одинаковая фазовая скорость всех гармоник 
исключает дисперсию волн.

Следует заметить, что на практике условие (2.28), как 
правило, не выполняется; отношение L/R обычно зна­
чительно меньше отношения С/G. Вследствие этого зату­
хание линии всегда превышает минимальное. Наименее 
соответствуют условию (2.28) кабельные линии.

Чтобы линия наиболее соответствовала условию
(2.28), следовало бы изменить какой-либо первичный 
параметр, например, уменьшить R или С, либо увеличить 
G или L.

Уменьшение активного сопротивления R возможно за 
счет применения проводов большего диаметра, что, од­
нако, значительно удорожало бы линию. Увеличение про­
водимости изоляции G невыгодно, так как при этом воз­
росло бы затухание линии.

Наилучшим средством для приближения первичных 
электрических параметров к оптимальному соотношению
(2.28) является искусственное увеличение индуктивности 
включением в линию через определенное расстояние 
индуктивных катушек или применением кабеля, прово­
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дящие жилы которого обмотаны тонкой лентой из мате­
риала с высокой магнитной проницаемостью [4].

2.5. Линии без потерь.

Практически все линии обладают потерями. Однако, 
при высоких частотах могут выполняться условия: coL() 
» R o ,  с оСо  » G o ,  поэтому для упрощения расчетов 
полагают Ro -  0 и Go ;= 0. В результате возникло понятие 
«линия без потерь)'.

Линию без потерь характеризуют следующие 
параметры.

Волновое сопротивление линии:

2  — I J 0)1,1 —
9 ~ \ Gu \C ~ '

Коэффициент распространения линии:
У = /CRo + JvLoXG’o + ,/fflCo) = ja )JL 0C0 = a  + jf t . . (2.31) 
Откуда, коэффициент затухания и фазы: 
а  = 0 , 0  = Д а  = (2.32)
Фазовая скорость линии:

Приведенные соотношения показывают, что линия 
без потерь является частным случаем неискаженной линии. 
Волновое сопротивление здесь чисто активное и не зависит 
от частоты, следовательно, согласование такой линии 
возможно только с приемными устройствами, входное 
сопротивление которых также активно.

Точно также и фазовая скорость в линиях без потерь 
не зависит от частоты.
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Обратимся далее к уравнениям (2.19) и запишем их с 
учетом (2.31) и (2.32):

\Ù(y)-=V2chpy + ï 2Zeshjpy, (2 33)
{/(>>) = i 2chfiy + j 0 2 / ZeshjJ3y.

Для гиперболических функций мнимого аргумента 
воспользуемся формулами:

chjfiy = cosy, shjy -  j  sin y. (2.34)
Подстановка упрощений (2.34) в систему (2.33) 

приводит к соотношениям:
jÙ (y ) = Ù2 cos /Эу + j ï 2Ze sin Ру, 2̂  3 5 ^

V (у ) = h  cos Ру + j û 2 / z e sin fy.
В свою очередь соотношения (2.18) для линии без 

потерь приобретают следующий вид:
и<у) = 0.5 (Ù2 + ï 2Z,)eJ»  +0.5 (Ù2- i 2Z J e M -

0 5 - 05 (2.36)
КУ) = ~ ( U 2+ I2Z.)e' »  - V- f ( U 2 -  I2Zt )e-J»

в A
В правую часть (2.36) входят комплексы прямой и 

обратной волн, описывающие незатухающие волны. Для 
напряжения выражения бегущих волн в линии без потерь 
имеют вид:

|%  = Unm sin(û>f + (рп + Ду); ^  з 7
1 * 4 ,  -  ^  sin(rttf + <ро -  Р у ) .

С точки зрения передачи энергии. В линии без потерь 
имеет место перенос энергии вдоль линии и режим ее 
характеризуется наличием незатухающих бегущих волн 
напряжения и тока. В режимах холостого хода и короткого 
замыкания энергия вдоль линии не передается, поэтому 
соотношения (2.35) и (2.36) описывают режим стоячих 
волн.
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Стоячей волной называется процесс, получающийся 
от наложения прямой и обратной волн с одинаковыми 
амплитудами.

Особенности режима стоячих волн рассмотрим при 
холостом ходе линии, т. е. для случая, когда линия 
разомкнута на конце (ZH = со, /, = 0 ) .

В режиме холостого хода коэффициент отражения п 
равен единице. Следовательно, выполняется равенство: 
и2обР ~ и2пР- Кроме того, одинаковы и амплитуды волн.

Приравнивая далее ипр и и ф  в форме (2.37) для у = 0, 
приходим к условию <р0 -  <рп и, в конечном итоге, 
записываем напряжение в произвольной точке линии как:
и(х )  = ипр + иибр = и т [sin(<y? + <р + Ру ) + sm(<y/ + <р -  Ру)\ , (2.38)

ГДе U m — U  пт — U  от -t ~  (Рп ~  фо.

Полученное выражение описывает стоячую волну 
напряжения как результат наложения одинаковых встречно 
перемещающихся гармонических волн. В конце линии, т. е. 
при у  = 0, произведение Р у  обращается в нуль, 
составляющие правой части складываются и 

и 2 = 2£/m sin (cot + ç).
Т.е., напряжение из изменяется с удвоенной 

амплитудой во времени в точках линии, удаленных от ее 
конца на расстояния, кратные половине длины волны,

X
У  = к — (к  = 1,2,...). В точках линии, находящихся на

расстояниях у  = к —{к - 1,3,5,...) от конца линии,
2

синусоидальные функции (2.38) имеют одинаковые 
значения, но разные знаки, поэтому результирующее 
напряжение равно нулю. В этих точках располагаются 
узлы напряжения.
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Аналогичная картина имеет место и для тока с той 
разницей, что в конце линии ток равен нулю, а узлы его 
смещены относительно узлов напряжения на четверть 
длины волны.

Так как напряжение или ток в узлах равны нулю, 
мощность в них также равна нулю. Но, между узлами 
напряжения и тока происходит непрерывный обмен 
энергией между электрическим и магнитным полями на 
участках линии.

Когда напряжение в данной точке линии 
максимально, ток равен нулю и вся энергия 
концентрируется в электрическом поле линии. Через 
четверть периода становится максимальным ток линии и 
равным нулю напряжение. В этот момент вся энергия 
линии сосредоточена в ее магнитном поле.

Входное сопротивление линии без потерь в режиме 
холостого хода (/, =0) следует из выражения (2.35) при 
у -  I ■

Ü2 cos pi
U

J 2 ■sin pi

График распределения ZBX XX = f ( l)  представлен на рис. 2.4.

Рис. 2.4.
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Анализ волновых процессов в режиме короткого 
замыкания проводится аналогично. Разница лишь в том, 
что в конце линии с удвоенной амплитудой по отношению 
к прямой волне изменяется ток, а нулю равно напряжение.

Узлы напряжения располагаются при у  = к ~ ,к  = 1,2,3...,а

~кузлы тока -  при у  = к  — ,к  = 1,3,5,....
2

Особый интерес представляет входное сопротивление 
линии без потерь в режиме короткого замыкания, которое 
можно выразить из (2.35), полагая Ü2 = 0 и у  = I :

Z ,,, =J]f Æ ^ L = jZ jg f i. (2-39)/2 cos pi
В полученном выражении ZB действительная 

величина, поэтому ZBXK3 является чисто индуктивным 
сопротивлением. Это сопротивление, как видно из (2.39), 
изменяется по закону тангенса в зависимости от длины 
линии { (рис. 2.5). Это значит, что у линий разной длины 
ZBX.K3 может принимать значения от нуля до бесконечности. 
При длине линии равной четверти длины волны 0,25А

Яаргумент тангенса в (2.39) равен /?/ = 0.25/?Я = — и

величина ZBX ю равна бесконечности. При этом на входных 
зажимах линия воспринимается как параллельный 
резонансный контур. Если длина линии равна половине 
волны 0,5А, то входное сопротивление превращается в нуль 
и линия воспринимается как последовательный 
резонансный контур.

При I сопротивление короткозамкнутой линии

максимально, поэтому при высоких частотах такая линия
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может использоваться как изолятор.
Кроме того, линию без потерь с данной волны

можно использовать в качестве согласующего элемента 
между линией с волновым сопротивлением Zgl и активной 
нагрузкой ZU~R  (рис. 2.6).

у 7 Входное сон-А/ / i
-̂----1 ,  ротивление линии без

потерь с длиной волны
д,=л, Л/ с учетом (2.35) 

2 2 | 7 4 
-•------------ •— I равно:
Рис. 2.6. -у Ù\ _Li — ■> 2 « —

À А
z .

Уравнение получено на основании равенств:
n i  271 À, 7Ï 71 -  71
p i -------— = —, cos—= 0 , sm — = 1 .

А 4 2 2 2
Для согласования линии с нагрузкой волновое

сопротивление линии должно быть равно входному.
сопротивлению линии относительно зажимов 1-2 , т.е.

7 27 - 7  -  в г -^ «1 ^ 9X12

Откуда: Zs2 = j Z exURu = ^ZeX-Ru.
Т.к. Zg2 *  />!„ на линии с волновым сопротивлением

Zg2 есть и падающие и отраженные волны, но длина этой
линии мала, поэтому и потери невелики.

Четвертьволновая линия без потерь называется 
четвертьволновым трансформатором, т.к. она согласует
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волновое сопротивление питающей линии с активным 
сопротивлением нагрузки.

2.6. Отражение и преломление волн в месте 
соединения нескольких линий.

На практике часто однородность линии нарушается. В 
линию включаются элементы с сосредоточенными 
параметрами, подключаются линии с различными 
волновыми сопротивлениями, имеются узлы подключения 
нескольких линий.

Для определения переходных режимов при падении 
волны на узел используются следующие соотношения для 
падающих и отраженных волн напряжения и тока:

и = ип +и0 ;
(2.42)

‘■в
Решая совместно систему уравнений (2.42) 

относительно Un получаем:
2un = u  + izB . (2-43)
Выражение (2.43) называется уравнением Петерсена, 

которое позволяет рассматривать линию с 
распределенными параметрами как линию с 
сосредоточенными параметрами и является основным 
расчетным выражением для определения напряжения и 
тока в месте отражения волн.

Таким образом, решение задач о переходном режиме 
в длинной линии при падении волны на узел разветвления 
может быть сведено к расчету переходного процесса в 
схеме замещения с сосредоточенными параметрами.
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На основании сказанного можно сформулировать 
следующее правило. При падении электромагнитной волны 
на неоднородность либо какую-либо другую линию, ток и 
напряжение в месте этой неоднородности будут такими же, 
как и при подключении непосредственно к месту 
неоднородности или другой линии источника ЭДС, 
равному удвоенному значению м7 с внутренним 
сопротивлением, равным zB.

Рассмотрим случай подключения к длинной линии 
другой линии (рис. 2 .10 ).

последовательно соединенных линий, то напряжение на 
этих выводах равно сумме напряжений падающей и 
отраженной волн, а ток -  разности этих волн.

С учетом того, что i|=i2, ui=u2 и, зная напряжение и2 и 
ток i2, легко определить по (2.42) отраженную волну:

ZВ  2
о

2'
Рис. 2.10.

Так как выводы 2 - 2 ' являются общими для двух

(2.44)

Запишем выражение для напряжения и2 :

112 = 122В2 ; откуда .
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Подставляя i2 в уравнение (2.43) находим:
(  г Л

2 и п = гл + г Д|/, -  г/,1 1 + —1—
ч

(2.45)

Выражая напряжение м2 из выражения (2.45), 
получим зависимость между падающими и отраженными 
волнами тока и напряжения:

- Я 2

-«л =«*"//;

'fi!
П '1т (2.46)

где и -  коэффициент отражения электромагнитной 
волны.

Волна, прошедшая через стык двух линий, называется 
преломленной волной. Если выражение (2.46) подставить в 
систему (2.44) и выразить оттуда и2 и 12, получим 
зависимость между падающими и преломленными волнами 
тока и напряжения:

2 г»,

2

7"52
2

(2.47)

-ип = m ■ 1п ’

где m -  коэффициент преломления электромагнитной 
волны.

Из выражения (2.47) видно, что, в случае, если 
zB-, > zm, напряжение преломленной волны больше, чем 
падающей (рис 2.11). Если же zB2< zm , то напряжение 
преломленной волны меньше, чем падающей (рис 2 .12)
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1. 2 2

ц

- о -

Щ  zB2 > zm

иплд + иОТР 
■*«—1

У

Unp(U2 )
иплз-------*•

1ПАД ~ ХОТ? *ля(гг)
*ПАД------

h 9 h
-o-

«1 «2

2'
u np(u2

' ПАД-
*пр(h )

Рис. 2.11. Рис. 2.12.

Зависимости между падающими и отраженными 
волнами определяются по (2.46). Волна отражается от 
места перехода на линию с другим волновым 
сопротивлением без перемены знака, если zB2 > zBX (рис 
2.11). Если же zB1< zBl, то отражение происходит с 
переменой знака (рис 2 .12).

Нагрузка линии также определяет значения 
падающих и отраженных волн. При разрыве (х.х. линии) 
происходит удвоение волны напряжения и обнуление 
волны тока (рис .2 .13).

~»2
Z„ = Z «2 = °°. и2 = 2ия1

2 «1 + Z 2

Но и2 =м, = ип1 +ы01. Откуда: м01 = и 2 - и п = ия1. 

Учитывая, что j получаем:

и = ип +и0 = 2 ип\

. и п и о  ^  0
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При коротком замыкании, когда 
происходит удвоение волны тока и обнуление волны 
напряжения (рис 2.14): 

и = и п —и 0 = 0;

= 2 iT

— СгЧГг-—I
ZEâ&z

1ЛЛД -  ■

1ОТР ---------------------

Рис. 2.13.

i -  2 .-о—

ч

-

“г ZB2 ~ 0

2'

Рис. 2.14.

При подключении к длинной линии нескольких 
линий с разными волновыми сопротивлениями линия с 
волновым сопротивлением zai разветвляется на две 
параллельные линии с волновыми сопротивлениями zB1 и 
г въ (рис 2.15). На стыке линий:



Если падающая волна имеет величину ип , то в 
соответствии со схемой замещения отраженная волна 
будет равна из (2.48)

Рис. 2 .15.

1 1 1— i------- 1—
z'«2

=  14 ni
*3

1

V " s i

1 n
7-«з у

Откуда: uai = ип]
Z « 2 “ e3 2 «1г «3 ~^Z «1Z #2

Но, т.к. и2 = ип2 =мп1 + м01, значение напряжения 112, 
которое пройдет через стык, будет равно:

7 Z  / 7  4- ^ 7 I 7 -*г 7
«  2  в  3 '  « 2  " « 3  о .  - в 2 “ в З  '  « 2  ~  “ « 3

: 2м,

Z «1 +  ( Z e 2 Z «3 I  Z , 2  +  2 « з ) 6l_Z «:2 +  Z «1Z «3 +  ~ «2Z e} 

- . 2  +  Z «3

^ « l ^ s 2  +  Z e l Z e3 +  Z « 2 Z e3

Этой величине будут равны волны напряжения, 
которые пойдут далее в линии с волновыми 
сопротивлениями zB2 и zfi3, т.е. преломленные волны.

Отраженная же волна, которая пойдет по линии с 
волновым сопротивлением zBi, будет характеризоваться 
напряжением:
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и  . -  и 2 -  и п  ------------------- -------------------------------------------U j i

Z e l Z «2 + Z a \Z n l  ^  Z e 2 Z « l

__ "'é\̂e2 л̂̂ вЗ . ,-  “ ■ ип .
+-'.!z. з + г,Л з

Таким образом определяются отраженные 
(появившиеся в результате отражения от неоднородности) 
и преломленные (прошедшие через неоднородность) 
волны, расчет которых осуществляется по схемам 
замещения с сосредоточенными параметрами.

Длинные линии с распределенными параметрами 
имеют ряд преимуществ и недостатков.

Преимущества длинных линий.
1) В длинных линиях фазовая скорость не 

зависит от часготы и фазовые искажения 
практически отсутствуют.

2) В отсутствии обратной волны вся мощность, 
переносимая прямой волной к концу линии, 
поглощается сопротивлением нагрузки.

3) В линии без потерь нет ослабления волн, 
волновое сопротивление активное и не зависит от 
частоты.

К недостаткам длинных линий следует отнести:
1) В длинных линиях преобладают токи 

смещения и утечки.
2) При разных сечениях длинной линии ток в 

проводах не одинаков.
3) Наличие в длинных линиях узлов и 

пучностей напряжений и токов.
4) В некоторых случаях, при прохождении 

волны через неоднородность, напряжение 
преломленной волны больше напряжения падающей 
волны.

В качестве примеров рассмотрим следующие задачи.

~Чг/ Un ‘-4'Z€г '
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Задача 1. Определить первичные параметры воздуш­
ной неискажающей линии длиной 100 км, если опыты XX 
и КЗ выполненные на постоянном токе (со = 0 ), дали 
результаты:

Zx = 12000 Ом, ZK = 30 Ом, ^  = е = 2,72.

Волновое сопротивление линии:
Ze = VZX • Zk = V i2000-30 = 600 Ом.
Коэффициент затухания равен:

a l  = In—  = lne = 1, а  = —  = 0,01 J/ . 
t/, 100 /км

Т.к. z  = I + -3-, то z = p t  и 
\go+j<oCo '

Г = V(ro + J'Û)Lo)(8o + J aC о), to r  = a  = ^  

Т.к. линия неискажающая, то z
\Uo

и F = - f— =3-105 —  -
V A .c0 c

Определим первичные параметры линии:

Z L -  —  = = 2 ■ 10~3 Ги/
f  = - ^ -  = L0; Lü V 3-105 /км '

1 1
- = С0;

О
' с 0 tJ l0c ü

С  _ _ L _ _ ___ 1___ - ü I ^ J L m k c ï /
0 Za F 600-3 105 180 км 180
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z „ = = re = Z b - a  = 600• 0,01 = 6 ° ^ w

^ -  = J ^ .  = go , g o = ^  = M J ± ± 9 l  = h 6 1 . lQ-<>Ç?L
z„ Гг0 ° zb 600 0,6 1 0 '  KM.

U o
Задача 2. В конце кабельной линии включено сопро­

тивление Z2 = ZB. Напряжение U2 = 30 кВ, длина линии / =
С

70,7 км. Параметры линии r0 = 1 Ом/км, а>С0 = 4 • 10 ' 4
км

go =  0 , coLo = 0 .
Определить V 1, Ij и построить векторную диаграмму 

токов и напряжений.
Решение.

\Z0 , I\r0 +jcoLQ 1 1 -  I! 1
g 0 + jcoC0 \ 74  ТО"4 V410"

- у 90

1 ■е_;45° =50е“;45° Ом.
2 10“

= V(Zo + j ° )Lo)(go + j a C 0) = y i  • 7 4 -10

= 2 1 0 ~2 •ey45° = V2 ТО"2 + у'л/2 ТО-2 j/  ; ̂ /КЛГ

гдеа  = / 2 . ! 0 - ^ ;
KM KM

Для согласованного режима работы линии:

Ï  = ^  = Ч± = _30000_ = 6Q0eJ45°А 
U = / 2̂ ,  ' ^  50 • е”;45°

С/, = = £ 7 ^  • е т  = 30 ■ 10 3 • е /210" 70'7 • e Ælü“2'70-7 = 

ЗО-Ю3 • е 1 ■ е у1 = 30 • 103 • 2,72 • еу57,4° = 81,6 -103 - e jS1'A°B.
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3. Переходные процессы в линиях с распределенными
параметрами.

3.1. Основные соотношения в длинной линии.

Переходные процессы рассмотрены в сокращен­
ном виде. В уравнениях длинной линии принимаются 
R o= 0, go=0 (R 0 -  продольное активное R единицы длины 
линии и go -  поперечная проводимость единицы длины 
линии), т.е. рассмотрена линия без потерь.

Тогда, уравнения длинной линии в частных 
производных запишутся:

dU  di d i _ dU
~dx ~ ° ?  ~~dx~ °~dï~’ 

где Lo -  индуктивность единицы длины,
Со -  емкость единицы длины.
Знак указывает на то, что приращения сШ и di 

отрицательны.
Решение этих уравнений есть сумма двух функций Г] 

и {2 с аргументами:

и = f] Ц “ —) + /: 0  + —) = 11 п + ио>



где u,, -  падающая ьолна напряжения, 
uo -- отраженная волна напряжения.
Аналогично, для электромагнитной волны тока:

где in -  падающая волна тока i, 
io -  отраженная волна тока i.
Падающие волны перемещаются с волновой 

скоростью V в сторону возрастания координаты х, 
отраженные волны -  в сторону уменьшения х.

Подставим в уравнения длинной линии полученные 
выражения по току, напряжению и учтем следующие 
соотношения:

электромагнитной волны в линии,
ZB-волновое сопротивление линии без потерь. 

Получим следующие зависимости между падающими и 
отраженными составляющими электромагнитной волны:

Последнее выражение показывает, что отраженная 
волна направлена встречно положительному направлению 
тока, т.е. i = in -  io- Токи падающей и отраженной волн для 
любой точки линии в данный момент времени равны 
напряжениям падающих и отраженных волн в той же точке 
и в то же время деленной на zB.

1 = <Рх U ~ “ ) -  <Рг (' + у )  = ln -  'о »

где у  = -
J b 0C0

скорость распространения
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Формирование падающих и отраженных волн 
определяется различным характером нагрузки.

Если линия без потерь подключается к источнику 
постоянного U, то падающая волна имеет 
соответствующий прямоугольный фронт. Тогда и пад = Е 
(если не учитывать внутреннее Ro сопротивление

Е F 
источника) и С учетом Ro: / =___—- и

”  Л.+*.

и  — .

Элементы нагрузки ZH не оказывают влияния на 
формирование падающей волны. Влияние возникает через
t -  IL когда к началу линии придет отраженная от конца

V ’
линии волна. Если в начале линии включены L и С, то, при 
подключении к источнику энергии в линии возникает 
переходный процесс. Падающие волны при этом 
приобретают более сложную форму. Напряжение вдоль 
линии от ее начала равно напряжению падающей волны до 
наложения на точки линии отраженной волны, тогда: 

м = мп +м0 и / = /„ - i D.
Распределение отраженной волны определяется 

параметрами сопротивления нагрузки:
1) Если нагрузка чисто активное сопротивление и 

равна zB, то отраженной волны не возникает. В 
этом случае энергия падающей волны полностью 
поглощается RHarp и тогда: uH=U2=un и iH=i2=in.

2) При неравенстве zH Ф zB возникает отраженная 
волна, форма которой при активной нагрузке (i0 и 
uo) совпадает с ип и in.

3) Если в качестве zH включены L и С, то при 
падении на них падающей волны возникает

134



переходный процесс. Отраженная волна при этом 
отличается от формы падающей волны, 
приобретая более сложную форму.

Если нагрузка или какая-либо неоднородность 
является активным сопротивлением, то операторный метод 
расчета применять не надо. Коэффициенты отражения и 
преломления определяются по известным формулам:

г  ~ 2 s „  2 гп = -------  и т  ---------.
Г + z e r +  z e

Подключение к линии с волновым сопротивлением z„i 
двух линий с разными волновыми сопротивлениями ZB2 и 
zB3 (рис. 3.1,а) можно представить эквивалентной схемой 
(рис. 3.1.,б), в которой вторая и третья линии 
представлены эквивалентным волновым сопротивлением:

_  zel ' г «з
+ г*3

Коэффициенты преломления 
определяется с учетом z3KB:

и отражения

1  

I

а) Рис. 3.1. б)

w = _ 2i ^ -  и п =
Ze\ +  2 э и  2 Экв  +  2 вЪ

Преломленные волны тока и напряжения 
определяются через соответствующие коэффициенты и
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значения падающих токон и напряжений в конце первой
линии: i2 и и2

п т «ото  =  п и п2 >п р ед  л 2 5 отр

' n Pe i = m i , : 2 ’  'о т р  =  « ‘ п2 •

Отраженные волны i и U движутся от конца линии к 
началу с той же волновой V, что и падающие волны. 
Чтобы найти уравнения распределения отраженных волн 
вдоль линии необходимо в уравнениях uo2(t) и io2(t) вместо
аргумента t подставить u - L ) ,  где у -  расстояние от конца

v
линии до исследуемой точки, а отношение у -• время

v
прохождения отраженной волной расстояния у. Кроме
того, необходимо учесть задержку во времени L , которая

V
определяет время прохождения падающей волной всей 
линии. Тогда, Uo-ф запишется функцией двух переменных:

u „ ( t , y )  = u„
V у

К, (t, у )  -  /о2 (J - l- - h  или >0 (t, У) = — — ■V v z в

Для найденных значений аргументов уравнения 
определения распределенных электромагнитных волн U и
i вдоль линии в заданный момент времени t; можно 
записать:

( х '1
f / Л/,----  +г/,, /. ----- ---r_

'v! v) а~ 1V v V)
(  x\ (  l v ï---- t . ------ —
Г  v )

Oi. l 1 V v )
Физический смысл для точек х и у сохраняется, если: 

x < V t x, y < V i t - I ,



где ti -  время после замыкания рубильника, 
х -  произвольная точка от начала линии.
Ввиду относительно быстрого протекания 

переходных процессов в реальных цепях с 
распределенными параметрами ЭДС синусоидальных 
источников за рассматриваемые интервалы времени мало 
изменяются, так что их можно считать постоянными.

3.2. Формирование волн в конце линии.

Пусть имеется линия с распределенными 
параметрами, которая включается на постоянное 
напряжение. К концу линии подключен пассивный 
двухполюсник в виде нагрузки zH (рис. 3.2,а).

Для дальнейшего исследования падающих волн в 
линии, к которой, в общем случае, подключена некоторая 
нагрузка или другая линия с другим ZB применяют 
расчетную схему, которую называют схемой замещения 
для исследования волновых процессов в линиях с 
распределенными параметрами.

Пусть имеется линия с распределенными 
параметрами, на конце которой включена некоторая ZH 
(нагрузка).

а) Рис. 3.2. б)
При подключении линии с волновым сопротивлением 

zB к источнику питания возникает падающая волна. Когда 
падающая волна дойдет до конца линии, по нагрузке 
пойдет ток iH и на сопротивлении ZH появится напряжение
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UH, которые можно представить в виде суммы падающих и 
отраженных волн:

(ия +и0 = ии, . ип и0 
. . . гДе i„ = 1о = ■

К  ~ h= h>  2В г в
После подстановки получим:

Ги„+и0 = w«>

К  ~ и о = 'Не­
откуда, при сложении уравнений системы получаем:

= “„+*>« •
Последнему уравнению соответствует схема 

замещения длинной линии, которая является схемой с 
сосредоточенными параметрами с источником э.д.с. 
равным 2 lJn и внутренним сопротивлением RBH = ZB 
(рис. 3.2,6). Расчет схемы замещения производят 
известным способом.

Схема замещения описывается правилом Петерсена и 
используется для определения распределения 
электромагнитных волн в конце линии.

Рассмотрим значения i и U при некоторых параметрах 
нагрузки.

1) Пусть двухполюсник в конце линии представляет 
чисто активное сопротивление гн ф Z„. Тогда, ток в линии:

• _ 2и„ 
ze + г

Падающая волна тока определяется через напряжение
Unпадающей волны: /„ = — .
26

Отраженная волна тока определяется из уравнения:
‘ = in - i 0, откуда: /0 = /„ - i .
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Подставляя: i0 = —
ze + r ze{r + ze) r  + z„

В такой схеме переходного процесса нет.
2) Пусть двухполюсник представляет собой 

последовательное соединение гн и LH. Схема представлена 
на рис. 3.3.

Рис. 3.3.
Обозначим:

= rH+ z e = 2 z „  при ze = rH.
Решение для тока в линии найдем, используя

■ 2 и п A p t  \классическии метод расчета: i = ------~ер J. где jy = —
z Lэ н

Из теории возникновения волн ток в линии равен:
*‘ =Ч "  'о •

Откуда: /0 = in -  ; = ип
2z.

- (1 -е  г ) i в т

где 1„=— , г  = —
Z„ Z ,

Волна напряжения определяется суммой падающей и 
отраженной волн. После замыкания ключа падающая волна 
напряжения определяется величиной источника э.д.с. на 
входе схемы Un = Е. Напряжение в конце линии будет
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определяться напряжением на индуктивности при t(0+), 
когда двухполюсник эквивалентен разрыву цепи (х.х.).

Напряжение в конце линии определяется через 
найденное значение тока:

2и --
i  = - J L ( \ - e  ')= /„( 1 - е  г ).

2z„

Откуда: £/, = L — -  ипе ' =м0, 
di

I
или м0 = i0z , = и„е г .
Построим график распределения электромагнитных 

волн вдоль линии от различных временных интервалов 
переходного процесса (рис. 3.4), где tp -  расчетное время, 
за которое необходимо найти распределение волн тока и 
напряжения вдоль линии.

После коммутации при t = (0+) в линии появляются 
падающие волны напряжения и тока.

В момент переходного процесса t = (3 + 5)г падающие 
волны доходят до конца линии /, вызывая отраженные 
волны тока и напряжения.

Отраженные волны начинают движение к началу 
линии, накладываясь на соответствующие падающие 
волны. Причем, отраженная волна напряжения 
складывается с падающей волной: U -  U п + U , ,
отраженная волна тока двигается против положительного 
направления и берется со знаком минус:

i - V
Особое место в линиях с распределенными 

параметрами занимает построение графиков распределения
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электромагнитных волн с различными видами 
неоднородностей.

Неоднородность в линии может быть продольной и 
поперечной, активной и реактивной. В случае реактивной 
нагрузки весь расчет переходных процессов 
осуществляется в комплексной форме. Соответственно, в 
комплексной форме представляются расчетные 
коэффициенты отражения и преломления:

А'(Р )  =
z 3( p ) - z e М (р) =
ZD(p )  + Z /  Z3(P ) + Z.

где Z3(p) операторное выражение комплексного 
эквивалентного сопротивления неоднородности 
волнового сопротивления линии.

и

Ui

р

Ui

Е
♦  U tv-f4 ------ [

х * *

Е

!----У — 1

i

У 1 *

T i  ^ 'о* -4
/ * * Е

Ъ

1 " X У 1

Рис. 3.4.
Отраженные и преломленные волны определяются 

через соответствующие коэффициенты:
U0(p ) = N (p)U n, Unpe„=-M (p)U n.
Рассмотрим расчет и построение графиков

распределения волн для линии с волновым
сопротивлением ZB при следующих схемах включения 
разнохарактерных неоднородностей.
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1) Прохождение волны через продольное активное 
сопротивление (рис. 3.5).

Расчет схемы позволит определить основные 
соотношения между падающими, отраженными и 
преломленными волнами. Для простоты расчета примем 
г = Z6. Исходными равенствами для данной 
последовательной схемы будет следующая система 
уравнений:

Г*1 = *2»
\и] = 1,Г + и2,

где iÿ, U2 -  электромагнитная волна в месте 
неоднородности, равная волне преломленной, те.

2̂  ̂прел  ’ ^ 2 ^  прел. '

Подставляя соотношения для = in -  /0, /„ = —  и
z„

—  в исходную систему уравнении, получаем:

Z ZЯ в  в

и прел
п  + и 0 -  --------------  +  и п р е л -

Ze
Складывая уравнения системы, находим зависимость 

между падающими и преломленными волнами 
напряжения:

2ип = 2и„рел + ипрел .
Откуда, находим значение преломленной волны

2
напряжения: ипрел = - и п.
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Из первого уравнения системы получаем:

2
Подставляем полученное выражение ипрел= —ипъ

уравнение преломленной волны: —ип = и п —и0

z.

[ и ,

г Z. 
-CD----►-

Рис. 3.5.
и' =и

Рис. 3.7.

-У Ш & Щ ,,- =_1
i отр л  ПИ

_R>
2 / п

/„ 2<1/3
г  - -.V . :. |

Рис. 3.6. Рис . 3.8.

и находим значение отраженной от неоднородности 
волны напряжения в зависимости ог волны падающей:

1

Полученные соотношения действительны для 
отраженных и преломленных волн напряжения При 
построении графиков распределения волн тока надо 
учитывать, что в отличии от отраженной волны
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напряжения, отраженная волна тока берется со знаком 
минус (рис. 3.6).

2) Прохождение волны через поперечное активное 
сопротивление (рис. 3.7).

Исходная система уравнений для данной схемы 
запишется в виде:

и, =м2,
и или

*2 = +' —  , I j, = -  *0 = *2 + 'r ■/*
EiTopoe уравнение системы запишем через 

соответствующие волны напряжения:
_ М-п U {j  _ ^ п р ел  ^ пр ел

h ~  “  ' *

Z Z Z гв в в

После сделанных преобразований исходная система 
примет вид:

\и» + и0=  ^пр,,,
[;ип - и 0 = 2игрел .

Складывая уравнения системы получаем:

3 м"
Из уравнения: мл+ «0 = ^ м я находим значения

1отраженной волны напряжения: и0 =

Отраженная волна тока при поперечной активной 
неоднородности будет увеличивать падающую волну, т.к.

• • • • / 1 м« \ 1 4 .
1 =  2 н - ' о  +  “  1п = ~ 1п -J  z n 5 5

2ип =3ичия. ИЛИ Н„ге, = 7 з м,-
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Отраженная волна напряжения и0 в уравнение

электромагнитной волны войдет со знаком минус (рис. 3.8) 
и уменьшит падающую волну напряжения.

3) Графики распределения электромагнитных волн 
тока и напряжения при продольной индуктивной 
неоднородности.

Схема замещения длинной линии для определения 
волн в месте расположения неоднородности представлена 
на рис. 3.9. Графики распределений -  на рис. 3.10.

Рис. 3.9.
Исходное уравнение для определения волн тока при 

последовательном соединении волнового сопротивления и 
неоднородности запишется через равенство токов: ij=i2- 

Проведем расчет тока ъ  классическим методом:
ry  t  /

Î 2 ( t )  =-■ 12пр + 12св (t), i2 (t) = (1 - e ~ )  = i„ (1 -  e"7 ).
2z.

Из теории волн ток ц равен разности падающей и 
отраженной волн и равен току Î2-

h ~ ln\ ~ 'oi = h ■
Подставляя полученные значения, находим

от раженную и преломленную волны тока:
t t

h\  = ~ h  +  i m  =  К  - i n  +  К е  r = i n e
J

V ,  = h  = '„i (1 — e r ).
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Определим в операторной форме распределение 
напряжения вдоль линии. Т.к. неоднородность 
представляется в виде реактивного сопротивления, 
коэффициент отражения необходимо записывать в 
операторной форме. С учетом операторного выражения 
эквивалентного сопротивления, равного Z /p) = pL  + Ze,
найдем коэффициенты отражения и преломления в 
операторной форме:

Z ,(P )~ Z.  _ РN(P)

М  (р) =

Z3(P ) + Ze

2Z ,(P ) 
z ,(p )  + z e

р  + - 

2Z. 
L

2 Z,
L

p  +
2Za

Отраженные и преломленные волны напряжения 
определятся через полученные коэффициенты:



v 0( p ) = Un{p)- , UnneÂP) =
Р  +

2 У Л Р ) 
L p + -

2Z„

L ' L
Значения оригиналов найдем через таблицы 

соответствия:
~7..----L( 2Z.

Щ М )  =  и п е  L » Unpe,.(0 = «„(!-« 1 )'
Волны напряжения до и после неоднородности можно

наити и через полученные значения io и 1прел:
i i

z .Uo = *01Ze = — Г>

и прел. =  K p e n Z e = U „ ( l ~ e  О-
4) При поперечной индуктивной неоднородности 

реактивное сопротивление включается параллельно 
волновому сопротивлению (рис.3.11). График распре­
делений электромагнитных волн построен на рис. 3.12.

— * — с = ь -

ф
т

Рис. 3.11.
Определим операторные выражения коэффициентов 

отражения и преломления:

^ - - 2 .
pL + 2 в * Z,2 = Z8 1

I p L Z ^ Z ]  21
N(p) = PL-Z , 

pL + Za P + 2L
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М (р ) =
2 Z ,(p )

Z PL-Z,
pL+Ze__________ = __________ 2P LZ« P

ZXp ) + Zb ~ pL Z ^+ z  2~pLZ~+ZÎ Z.

Тогда: U0{p) = U „(p)-N (p) = -

pL + Z' 

UZe = -u.

2 L 
Za 
IL

i l  Z " Z
/ > ( / >  +  ~ )  ^ ( / 7  +  }

^„рел (P ) = (P )  ’ -V/ (Л) = U„ -
1

/> + 21

Ш

I

' 1t*.

Рис. 3.12.

Оригиналы напряжений находим по таблицам 
соответствия:

Z ,

V0ip )  = u0(t) = - u l, (\ - e  2L ),
z,

Unpe .d P )= Uпрел.(0-М^ ^
При определении классическим методом находим:
М1 = w2. гДе « 2(0  = ич,+ и а (0-
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Т.к. ипр =0, u2(t )= u ce(t) = А ер;.

Постоянную интегрирования находим по схеме 
замещения (рис. 3.11). С учетом равенства токов 
/, (0) - i2 (0 ), уравнение для линии при t = 0 запишется:

Откуда: и01 = и2 -  unt = и J e  г -1 ).
По найденным значениям волн напряжения находим 

соответствующие значения волн тока:

5) Рассмотрим прохождение электромагнитной волны 
через емкостную продольную неоднородность. Схемы 
замещения длинной линии для определения волн в месте 
расположения неоднородности представлена на рис. 3.13, 
график распределения волн - на рис. 3.14.

Тогда: и2 =ип]е 7 =иП|ад 
С другой стороны: и2 =ип1 +м01 -  wiipej!

Рис. 3.13.
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В последовательном соединении волнового 
сопротивления и емкости токи г',(0) = г2(0).

ис

- 7 Ги
Классическим методом определяем ток i2(t):

Un,

h ( 0  = h np+ i2ce(t).
С учетом того, что i2np = 0, ток

-- 2 и
/, -  Ае Г = —~ е  г = i„e r = i 

2z„ прел.

Или: /2 = -  /0, = /прел 
Откуда:

/
*01 =  *'„1 - '2  = 4  ( 1 ~ е  Г )-

Соответственно, для волн 
напряжения:

"о ’ п̂рел. п̂рел.̂ в*

Рис. 3.16.
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6) Расчет распределения электромагнитных волн при 
поперечной емкостной неоднородности. Схема замещения 
длинной линии представлена на рис. 3.15. Графики

распределения изображены на рис. 3.16.
Классическим методом находим напряжение на 

емкости Uc:

Таким образом, при расчете и построении графиков 
распределения электромагнитных волн вдоль длинной 
линии с неоднородностями следует иметь в виду, что в 
момент падения волны при t(0) на реактивную 
неоднородность индуктивность эквивалентна разрыву цепи 
(режим холостого хода). С увеличением тока в 
индуктивности отраженные волны уменьшаются до 
значений, определяемых только сопротивлением Z„.

В отличие от индуктивности при t(0) емкость в 
момент падения волны эквивалентна режиму короткого 
замыкания. По мере зарядки конденсатора напряжение на

Рис. 3.15.

в

Отраженную волну напряжения находим из:

и0 =»2 ~ ип = - “пеР‘ ,
Токи, соответственно, равны:

z . г
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емкости возрастает, определяя условия наложения 
падающих и отраженных волн.

Расчет переходных процессов в длинных линиях 
производится в следующей последовательности.

1) Находятся падающие волны тока и напряжения по 
исходной схеме.

2) По первой схеме замещения определяются 
отраженные волны в конце первой линии.

3) Определяются преломленные волны, являющиеся 
падающими для второй линии.

4) По второй схеме замещения, эквивалентная э.д.с., 
которой равна удвоенному значению падающей 
волны во второй линии, находят отраженные 
волны в конце второй линии.

Рассмотрим пример с продольной неоднородностью в 
месте соединения воздушной /, = 90 км  и кабельной
/2 = 40 км  линий.

/, = 40/са<

Z,, = 50(?м

г, = 100 Ом 

)Е = \25кВ

IOOQk

/,, =0,1 Гн

Найдем распределение U и i вдоль линий спустя
0,5 мс после замыкания рубильника: 

т.е. U(ti, х), i(tb х), где ti = 0,5 мс.
Определим расстояние, которое прошла волна за 

t = 0,5 мс:
км
с

Vt •t! = 300000—— 0,5 • 10_3с : 150/cvf > '
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Первую линию вечна проходит за время:

- -  = — = 0,3 ■ 10 3 с = 0-3-ис < 0,5м с
J/1 300000—— 

с
Определим время:

t. — î- = (0,5 — 0,3) -10-3 =0,2-10"3с, 
v i

какое находится в пути отраженная от места 
неоднородности волна в 1ой линии и преломленная волна 
во второй линии.

Расстояние, которое прошла отраженная волна в 
первой линии:

У отр. = Ух ■ (h -  ~ )  = 300000 ■ 0,2 -10-’ = 60км.

Расстояние, которое прошла преломленная волна во 
второй линии:

-V ,, = Vi ('i -  - 7 ) = 150000 ■ 0,2 • 10 -3 = 30км.

Для расчета падающих волн 
U и i в начале 1ой линии 
составляем вспомогательную 
схему.

Е 125000 ОСА „
i = --------- =--------------= 250Л,

t\+Zel 100 + 400
U M = Z8l ■ inl = 400 • 250 = 1000005 = 100кВ .

Схемы распределения падающих, отраженных и 
преломленных волн вдоль воздушной и кабельной линий 
представлены ниже.

г‘ nl и '



' =0 и :

t=t=

с/;прел

О 30/-/' 60 90км
м!

30 40км

При расчете переходного процесса в месте 
неоднородности составляем 2ую вспомогательную схему -  
схему Петерсена.

2f/» 0
и.npttH

В схеме нулевые начальные условия:

h h inp — A ep , i2(o+) ~ h
2 U

1(0 + )
Z.l +2«2

-— = 445 = A,

где 2U n = 200kB ,

2 U.
h =• (г»,*гЬ2)с 200000 

400 + 50

где p  = -
C(Ze l + Z e2)
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Напряжение U 2 в конце первой линии:
U\ = 2U'„ -  г., • /j = 200000 -  400 • 445 • е '22201 = 200000 -  178000e ~2220,
С другой стороны:
U2 = U„ +U0 =>U0 = U 2 -  U„ = 200000 -  178000e 2220' -  100000 =

= 100000 - 1 78000e “-220'
Определим значения отраженных волн в первой 

линии для следующих промежуточных точек пройденного 
волной пути за to = 0,2с, равного у  -  60кл< :

-2220(f—-1— -̂ т)

(70(/,У) = 100000-178000e v' к

-2220(0,5-10'3-0,3-1<Г3----— )

U0( / „ y )  = 100000 - 1 78000<? :,0000°

у  =0; и0 = 100000 -  178000е“222ОО’2,° " =
= 100000 -1 7 8 0 0 0 e “°’444 = -1 3 0 0 0 5 ,  

у  = 30>си; и0 = 100000 -  178000е- 22200" 0 ’ = -4 5 0 0 0 5 ,  

у" = 60/см; u0 = 100000 -  178000 • е° = -7 8 0 0 0 В. 
Соответствующие значения отраженных волн тока

«онаходятся из соотношения: i0 = — .
в

. . . .  13000 . .. 45000
h (>') = —-----= j 2,5A, i0( y )  = --------- = П 2А ,
° 400 0 400

78000
U  y  ) = -------- = 195 A.
° 400
Определим значения преломленных волн во второй 

линии для следующих промежуточных точек х"= 30км :
К рел = ze2 ■«;, = 50 • 445е~22201 = 22250е~222Ог,

-2220(1-—-—)
ипрел(1 ,х )  = 22250e
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-2220(0,5-10 "3-0,3-10 '3-------)

Uv a ( t l , x )  = 2 2 2 5 0 e  150000 .

x l = 0 ,->f/,;pe„ = 22250-е"2200'2'10' ’ = 22250e"0'444 -  14125В, 

x\ = 15kw ,-> J7^i2 =22250 . е -2Ж Л 0 ' = 18000В,

Хз = 30кл*,--> t/npe ] 3 = 22250 • е° = 22250В.
Соответствующие значения преломленных волн тока 

находятся из отношения:

W .  = 282*5Л’ V ..2 = 36°А , <V,. з = 445Æ 
По найденным значениям строим графики 

распределения волн напряжения и тока вдоль линии:
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Напряжение на емкости определяется разностью 
напряжений в месте неоднородности, т.е. на обкладках 
конденсатора:

ис =87-14,125 * 73 кВ.
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